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Zusammenfassung

Der Beitrag vertieft das Verstdndnis die mathematische Unendlichkeit zu quantifizieren. Offene
und abgeschlossene Mengen erweisen sich als nicht haltbar. Die korrekte Verwendung der Bijektion
macht einige Ergebnisse obsolet, die auf dem Maichtigkeitsbegriff beruhen. Elemente unendlicher
Mengen werden neu gezéhlt. Die Fueter-Pélya-Vermutung ist zu korrigieren. Neben dem Hauptsatz der
Mengenlehre gilt eingeschrankt die Jacobi-Vermutung, der Satz vom Igel jedoch nicht. Das Maflproblem
wird gelost. Exakte Integrale bzw. Ableitungen gelten auch fiir unstetige Funktionen und (herkémmlich
nicht) messbare Mengen, teilweise ohne den Holomorphie-Begriff heranzuziehen, und miinden in
die Hauptsatze. Die Begriffe Konvergenz und Stetigkeit werden neu gefasst. Hierbei stellen sich
gleichméfiige Konvergenz und (Holder-)Stetigkeit als entbehrlich heraus. Das Cauchy-Produkt wird
korrigiert und die Sédtze von Liouville und Picard sowie der Identitdtssatz und der Riemannsche
Umordnungssatz werden widerlegt. Der Archimedische Satz 16st das gleichnamige Axiom ab. Der
verscharfte Primzahlsatz und die Vermutung von Singmaster und Giuga werden elementar bewiesen.
Leistungsfahig ist auch das Grofite-Primzahl-Kriterium. Endlich wie unendlich algebraische Zahlen
werden unterschieden und einschlieSlich ihrer Abstande, Approximation und Asymptotik bestimmt.
Schranken- und Koeffizientensatz charakterisieren algebraische Zahlen neu. Es folgt die Widerlegung
des Satzes von Thue-Siegel-Roth. Danach werden die starke Goldbachsche Vermutung und die von
Alaoglu, Bunjakowski, Wilson, Erd6s sowie Collatz als richtig aufgezeigt. Der Drei-Kuben-Satz, die Séatze
von Beal, Catalan und Brocard werden elementar bewiesen. Die Nichtstandardmathematik widerlegt
die herkémmlich beweisbare Littlewood-Vermutung. Die (verallgemeinerte) Riemannsche Vermutung
erweist sich als haltlos. Einige Axiome der euklidischen Geometrie erweisen sich neu betrachtet als
falsch bzw. tiberfliissig. Die Toeplitz-Vermutung wird widerlegt und diejenige von Fickett bewiesen.
Auf den Beweis des Durchmessersatzes fiir Polytope folgen die schnelle Matrixmultiplikation und das
LUX-, Intex- sowie Meritverfahren, die die lineare Algebra signifikant zu beschleunigen verméogen.
Durch diskrete Fourier-Transformation lassen sich Taylorreihen neu ableiten, integrieren und umkehren
sowie Nullstellen von Polynomen bestimmen - auch durch ein Fixpunktverfahren. Werden Ableitungen
durch Funktionswerte an den sogenannten Kronpunkten ersetzt, lassen sich der Approximationssatz
anwenden und analytische Differentialgleichungen effizient 16sen. Dann folgt das Sortierverfahren
Bitsort, nach dem der Haltesatz bewiesen wird und die Gleichheit der Komplexitatsklassen P und
NP. Zum Schluss werden Anwendungen der Euler-Maclaurin-Formeln in der theoretischen Physik
vorgestellt.
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Alles resultiert aus gottlicher Gnade.

Aus dem Buch ,,Relil”

1 Einleitung

Die im Folgenden erzielten Ergebnisse in den Teilgebieten Mengenlehre, Topologie, Nichtstandard-
analysis, Zahlentheorie, euklidische Geometrie, lineare Optimierung, wissenschaftliches Rechnen und
theoretische Informatik sind aufiergewohnlich! Bekannte Aussagen und grundlegende im Folgenden nicht
definierte Begriffe wie Axiom, Korper usw. werden wie in der einschldgigen Literatur oder bei Wikipedia
beschrieben vorausgesetzt. Daher werden hier nur abweichende oder klarstellende Definitionen gegeben.

Eingeklammerte Satzteile sind abweichend vom herkémmlichen Gebrauch der niheren Erlduterung
sowohl optional als auch giiltig. Unter Verzicht auf Trivialititen und aus Griinden wie Folgen des Ruhms
werden Beweise nicht stets vollstindig ausgefiihrt sowie mit 0 abgeschlossen, Definitionen dagegen mit A.
Der grofite Exponent des Arguments eines Polynoms ist sein Grad. Minimalpolynome lassen sich mit
ganzzahligen Koeffizienten (statt rationalen) wie durchweg im Folgenden angeben.

Voriiberlegung: Die Endlichkeit der Welt bereitet der Behandlung des Unendlichen (mit dem Infinitesi-
malen als Kehrwert und dual zum Endlichen) gewisse Schwierigkeiten. Ein Bezug auf philosophische
Begriffe ist berechtigt, da sich Mathematik metasprachlich nicht allein aus sich selbst erkldren lasst und
Abstrakta nach dem Prinzip der Wissenschaftlichkeit die allgemeinsten Aussagen liefern. Die vollstindige
Zerlegung unendlicher Mengen beinhaltet einen sukzessiven nicht abschliefSbaren Prozess.

Der schwer vermittelbare abrupte Ubergang von endlichen zu unendlichen Zahlen erfordert mittendliche.
Die Existenz aktual oder nur potenziell unendlicher Mengen bleibt offen, da die Transzendenz des
Unendlichen einen Beweis versagt. Aus der fast , verschwenderischen” Gréfse bzw. Expansion des Univer-
sums ldsst sich auf eine Verfiigbarkeit des Seienden schlieflen, der keine erkennbaren Grenzen gesetzt sind.

Solche Schliisse sind allerdings schwicher als die Abduktion. Wird eine endliche Strecke in unendlich
viele Teile zerlegt, liegt das Unendliche endlich begrenzt vor. Ist dariiber hinaus die Anzahl der Teile beider
Unendlichkeiten gleich, liegt mathematisch eine Isomorphie vor: Die Vergrofierung der unendlich kleinen
Teile der endlichen Strecke auf endliche Strecken ergibt im grofSeren Mafistab die Unendlichkeit im her-
kommlichen Sinne bezogen auf das Gesamte. Dies erschliefit leicht eine Bijektion im mathematischen Sinne.

Rationale Zahlen sind reell, setzen ein Minimalpolynom vom Grad 1 auf 0 und haben zum Teil periodi-
sche Nachkommastellen. Ist der Grad > 2, handelt es sich um rein algebraische Zahlen mit unendlichen
Zidhlern und Nennern. Endliche reelle Briiche bilden mit den unendlichen bzw. rein komplexen Briichen
bereits alle reellen bzw. komplexen Zahlen. Nicht als endlicher Bruch abbrechende reelle Kettenbriiche
sind algebraisch (herkémmlich transzendent!), da sie einen unendlichen Nenner besitzen.

Ein Beginn mit der Menge der herkdmmlich natiirlichen Zahlen ermdoglicht durch (herkommlich und
unendliche natiirliche) Induktion zu zeigen, dass nach Cantor bis in jede beliebige Potenz diagonalisiert
werden kann. Werden Hilberts Translationen ins Unendliche zu Hilfe genommen, sind alle (!) unendlichen
Mengen gleichméchtig zur Menge der herkommlich natiirlichen Zahlen. Die Anzahlen der Mengen
natiirlicher und ganzer Zahlen unterscheiden sich aber fast genau um den Faktor 2.

Die Algebra lehrt, dass Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier herkdmmlicher algebrai-
scher Zahlen von nattirlichem Grad m bzw. n algebraisch maximal vom Grad mn sind und die 1/m-te
Potenz einer herkémmlichen algebraischen Zahl vom Grad n ebenfalls algebraisch maximal vom Grad
mn ist. Ist die Algebraizitét einer Zahl zu untersuchen und der Rest durch den Grenzwert einer Nullfolge
(a,) gegeben, ist das Weglassen der Folgenwerte fiir grofe n nicht erlaubt. Sie sind entscheidend.

Eine unendliche reelle Zahl kann aus einem endlichen Kettenbruch bestehen mit unendlich groffem
letztem Nenner. Wiirde sie einer herkdmmlich rationalen Zahl gleichgesetzt, indem der letzte Teilbruch
entfernt wiirde, so ware sie gleichzeitig Losung einer linearen Gleichung mit (unendlichen) ganzen Koef-
fizienten. Keine (unendliche) Teilmenge der komplexen Zahlen ist abgeschlossen. (Endliche) Definitionen
eignen sich besser als Axiome: Sie bieten deutliche Handhabungsvorteile und sind traditionell.



Werden Bijektionen korrekt behandelt, liegen anzahlméafliig zwischen der Menge der herkdmmlich
natiirlichen Zahlen und der der herkommlich reellen Zahlen unendlich viele Mengen. Damit erhalt
die Kontinuumshypothese eine neue Antwort. Die Definition der reellen Zahlen durch Dedekindsche
Schnitte oder Aquivalenzklassen von reellen Cauchy-Folgen ist iiberfliissig. Die Mengenlehre insgesamt
ist natiirlich umfangreicher, da hier nur wesentliche (neue) Gedanken présentiert werden.

Eine Kreisscheibe ohne ihren Rand stellt herkémmlich eine offene Menge dar, weil dann jeder Punkt
von ihr eine herkémmliche Umgebung hat, die ganz in dieser Menge liegt. Werden nacheinander die
Punkte auf einer Halbgeraden vom Kreisscheibenmittelpunkt bis zum Rand betrachtet, muss es auf
dieser Halbgeraden hin immer eine echte Umgebung fiir jeden Punkt geben.

Diese bisherige Vorstellung negiert jedoch ,,das Ende der Fahnenstange”, demzufolge jede solche
Halbgerade einen Punkt im Inneren der Kreisscheibe ohne herkommliche Umgebung dort aufweisen
muss. Somit ist der Offenheitsbegriff bei Mengen untauglich (vgl. [10], S. 36). Wird die Einheitskreisscheibe
um den Koordinatenursprung betrachtet, so ist der letzte Punkt der Halbgeraden [0, 1[ dual dargestellt

der Punkt 0,1, und der nachste Punkt ist der Randpunkt 1. Dazwischen liegt kein weiterer Punkt.

Daher ist jede Kreisscheibe ohne Rand zugleich abgeschlossen, weil die betrachteten Endpunkte der
Halbgeraden gerade den Abschluss als Rand bilden. Da auf ihrem Rand keine Umgebung existiert, ist
auch jede abgeschlossene Menge im euklidischen Raum sinnlos. Jede offene Menge ist dort zugleich
abgeschlossen. Diese Absurditat verstort, wenn die infinitesimalen Grofien differenziert betrachtet, also

insbesondere die Zahlen 1 (rational!) und 0,1, (algebraisch!) nicht gleichgesetzt werden.

Genauso absurd ist der unendliche Durchschnitt offener Mengen wie der aller offenen konzentrischen
Kreisscheiben, der eine abgeschlossene Menge bilden kann, genauer: den gemeinsamen Kreisscheibenmit-
telpunkt. Eine unendliche Vereinigung abgeschlossener Mengen kann eine offene Menge wie eine offene
Kreisscheibe als Vereinigung aller deren Punkte als abgeschlossenen Mengen bilden. Eine 0-dimensionale
Menge (Punkt) ist offen, weil hier jede Umgebung ebenfalls aus einem Punkt besteht.

Deshalb ist sogar die leere Menge (0 abgeschlossen und als Folge der gesamte euklidische Raum,
was sich bei Kugeln auf hhere Dimensionen verallgemeinern lasst. Dieser Spezialfall macht auch den
allgemeinen Fall absurd bzw. sinnlos: Die Betrachtung von offenen bzw. abgeschlossenen Mengen eignet
sich bei metrischen und topologischen Rdumen nicht. Insbesondere mutet die herkommliche Definition
des topologischen Raumes seltsam inhaltsleer und willkiirlich an und macht sie fragwiirdig.

Das Zulassen infinitesimaler Radien macht die Begriffe innerer bzw. dufSerer Punkt sowie Randpunkt
jedoch sinnvoll. Der herkommliche Irrationalititsbeweis von V2 ist problematisch, da das Quadrat
der zugeordneten rationalen Zahl (mit unendlichem Zihler und Nenner) nicht existiert. Thema sind
auch herkémmlich nicht messbare, mitt- und unendliche Mengen sowie unstetige Funktionen. Jede
probabilistische Aussage ist erst gewiss, wenn alle ihre relevanten Moglichkeiten verifiziert wurden.

Die Gegenladufigkeitsregel besagt auch im Komplexen, dass bei zu unstetigen Funktionen fiir die
Integration iiber identische Wege in positiver und negativer Umlaufrichtung der gleiche (!) Funktionswert
von beiden moglichen auszuwdéhlen ist. Dies vermeidet einen anderen signifikanten Wert, sodass der Wert
des Integrals tiber beide Richtungen gerade 0 ist. Der Satz von Stokes ldsst sich auch allgemein beweisen
(vgl. [17], S. 625 £.). Funktionswerte konnen Werte tiberspringen, die dann nicht gemessen werden.

Die herkommliche Differentiation und Integration verwischen durch herkémmliche Grenzwertbil-
dung die genaue Unterscheidung von Rationalitidt und reiner Algebraizitit. Dies ist z. B. fiir die exakte
Bestimmung von Nullstellen problematisch. Daher lasst sich die herkdmmliche Analysis in der bestehen-
den Form nicht aufrechterhalten und benétigt gangbare Alternativen. Die Periode 2 muss Sinus und
Kosinus definieren, da deren Potenzreihen nur fiir endliche Argumente konvergieren.

Das exakte Volumenintegral hat gegeniiber herkémmlichen die einfachste Handhabung. Seine un-
eigentliche Form ergibt sich analog. Das Zusammenfassen von Funktionswerten zu endlich vielen
davon erlaubt auch das Integral fiir unstetige Funktionen zu berechnen. Hierbei bieten sich u. a. die
beiden Euler-Maclaurin-Formeln oder eine geeignete Landau-Notation an. Beachtenswert ist, dass Ste-
tigkeit bei Integral und Ableitung nicht vorausgesetzt wird. Dies ermoglicht eine entsprechende Definition.



Liegt das Ergebnis der Differentiation auflerhalb des Definitionsbereiches D, so werde es durch die zu
ihm am dichtesten liegende Zahl innerhalb von D ersetzt. Ist diese nicht eindeutig bestimmt, so bestehe
das Ergebnis aus (einer von) mehreren Zahlen (z. B. nach einer einheitlichen Regel). Das exakte Integral
ist allgemeiner giiltig als z. B. Riemann- oder Lebesgue-(Stieltjes-)Integral. Letztere existieren nur in
herkémmlich messbaren Mengen. Extrapolationen kénnen Knickstellen aufdecken.

Das Verwenden von 1/co statt 0 vermeidet die Division durch 0 und eine vage Grenzwertbildung,
aber erfordert genau zu tiberlegen, wo tiberall das Ersetzen sinnvoll ist und wie potenziert wird, um
Widerspriiche bei einem Symbolwechsel zu vermeiden. Es gestattet auch Integral und Differential fiir jede
Operation auf den reellen und komplexen Zahlen so zu definieren, dass jede Funktion tiberall dort zu-
mindest als Richtungsableitung integrierbar und differenzierbar ist, wo die Funktionswerte bestimmt sind.

Die Definition des exakten Integrals tiber eine Rechteckregel kann Fehlerabschédtzungen erfordern
(vgl. [7], [8] und [26]). Soll Integrieren als Umkehren der Ableitung tiber blofles Summieren hinausgehen,
macht es nur fiir stetige Funktionen Sinn. Der zu Nachfolger duale Begriff Vorganger wird meist nicht
noch einmal eigens erwdhnt, sondern ist mitzudenken. Nur drei Beispiele der Nichtstandardanalysis
verdeutlichen deren Uberlegenheit und die Stirke der Verwendung infinitesimaler bzw. unendlicher Werte.

Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz erlauben Summen bei korrektem Rechnen (mit den
Landau-Symbolen) beliebig umzusummieren. Der Riemannsche Umordnungssatz gilt nicht, da sich
das Kommutativgesetz auch im Unendlichen nicht aushebeln ldsst: Werden einzelne Summanden im
Unendlichen nicht weiter berticksichtigt bzw. vernachléssigt, liegt Willkiir vor.

(Im Komplexen) erlaubt die diskrete Fouriertransformation die Koeffizienten von Taylorreihen besonders
leicht in 4quivalenten Kronreihen zu berechnen. Dies gestattet eine effiziente Zahlenreprésentation und
deren Berechnung. Funktionen lassen sich als Vektor bzw. Produkt der Fourier-Matrix mit einem Vektor
von festen Funktionswerten an den sogenannten Kronpunkten bestimmen, die kreisférmig um einen
Entwicklungspunkt angeordnet sind, der effektiv gewdhlt werden sollte.

Das genannte Produkt ldsst sich vor der Berechnung mit einer frei wahlbaren Genauigkeit speichern,
die fiir Computerberechnungen am besten der Kehrwert einer Zweierpotenz ist. Da es sich schnell
berechnen ldsst und Taylorreihen mit dem Horner-Schema realisiert werden kénnen, ist diese Methode
(insbesondere als Fast-Fourier-Transformation-Version) sehr effizient. Hierbei werden Matrizen durch
Tensoren ersetzt und Betrédge tiber die Signumfunktion berticksichtigt oder Abschnitte gebildet.

Geeignete Matching-Verfahren erméoglichen flieBende Ubergénge einzelner Abschnitte. Die notwendige
Umkehrbarkeit von Operatoren wie bei der Adomian-Dekomposition entféllt. Die Taylorreihe des
integrierten Logarithmus erlaubt als geometrische Reihe eine einfache Implementation des multiplikativ
Inversen. Die genauen Ableitungsregeln brauchen hierbei nicht bekannt zu sein. Die lineare Algebra
kann vergleichbar effizient analytische Differentialgleichungen mithilfe von Kronreihen numerisch 16sen.

Dieses Buch basiert auf ISO 80000-2:2019 (Gréflen und Einheiten — Mathematik). Die herkommliche, zu
ausladende und weniger intuitive, da historisch gewachsene Notation von Summen (X), Produkten (IT),
Differentialen (d und d), Integralen (f) und Wurzeln ( \/) wird vermieden. Der Minimalitatssatz erklart
die Wahl von 2 als Basis (auch fiir am hédufigsten im Bindrsystem arbeitende Digitalrechner). In der Praxis
(der Informatik) helfen oft hinreichend kleine formale Systeme.

Das kombinierte LUX-Verfahren, welches in 35 Jahren entwickelt wurde und (z. B. mithilfe von Gomory-
Schnitten) Hilberts zehntes Problem positiv beantwortet, kann jedes losbare lineare Programm in
quadratischer Zeit lgsen. Ist kein Missbrauch fiir intransparente oder schlechte Entscheidungen zu
befiirchten, werden Implementierungsdetails verdffentlicht. Die schnelle Matrixmultiplikation tibertrifft
sogar den Strassen-Algorithmus und erlaubt das rasche Losen von linearen Gleichungssystemen.

Fiir Schonheit und Eleganz in der Mathematik ldsst sich sorgen, indem das Darzustellende hinrei-
chend durchdacht und ohne zu geizen auf die klare Essenz reduziert wird, die beide begriindet und
Kennzeichen des Wahren ist. Leider gibt es viel héssliches Langes in der mathematischen Welt. Es bleibt
zu hoffen, dass dieses Buch viel Vergniigen mit der Nichtstandardmathematik und Einblick in das wahre
Gute und Schone verschaffen kann. Wer daran Gefallen findet, verwirkliche beide selbst!



2 Mengenlehre

Definition: Eine Entitiit ist alles, was als Seiendes unterscheidbar ist. Eine Menge S ist eine Gesamtheit von
Entitdten, den Elementen, deren Anzahl mit |S| notiert wird. Nur die leere Menge () enthélt keine Elemente.
Eine Menge S # 0 heifit genau dann endlich (andernfalls unendlich), wenn sie sich vollstindig in Teilmengen
zerlegen ldsst, bei denen jede Teilmenge die aufgerundete Hilfte der verbliebenen Elemente enthilt. Sei v
die grofte endliche, w dazwischen die grofste mittendliche und | die kleinste positive reelle Zahl.A

Herkdmmlich definieren hinlédnglich bekannte Axiome die reellen Zahlen als linear geordneten Korper
und die komplexen Zahlen mit der imagindren Einheit 1 (gesprochen ,im 1”) als Korper. Analog lassen
sich Addition, Multiplikation und deren Inversenbildung in deren umfassendste und per Definition
abgeschlossenen Oberkorper R bzw. C := R + R (mit weiteren Operationen wie bspw. der Potenzierung)
fortfiithren. Jede Zahl aus C* mit unendlichem Betrag ihres Kehrwertes heifst infinitesimal.

Auf die Darstellung der Peano-Axiome und der Korperaxiome wird hier bewusst verzichtet, um
anschaulich zu bleiben und das Neue herauszustellen. Zwei Zahlen miissen einen Minimalabstand
besitzen, da alle verschiedenen Zahlen von R durch einen Abstand getrennt sind. Die gegenteilige
Annahme, dass das Minimum nicht fest ist, fithrt auf den Widerspruch, dass jede Zahl aus IR mindestens
einen nidchsten Nachbarn als Zahl haben muss, der selbst in R liegt (vgl. die Isomorphie oben).

Die Menge R aller reellen Zahlen ist isomorph zu einer Menge (hyper-)natiirlicher bzw. ganzer Zahlen.
Sie hat sowohl ein festes minimales als auch ein festes maximales Element, da von einer ganzheitlichen
und vollstindigen Betrachtung von R ausgegangen wird. Hieraus folgt zusammen mit den Korperaxio-
men ihre Abgeschlossenheit. Andernfalls wéare eventuell die bisherige Theorie immer wieder an die
Gegebenheiten anzupassen. Als Folgen notierte Zahlen sind schlichtweg unhandlich (vgl. [19], S. 15 f.).

Cantor hat viele Mengen als gleichméchtig angesehen. Seine Unterscheidung zwischen lediglich abzahlba-
ren und tiberabzédhlbaren Mengen ist nicht differenziert genug. Die richtige Betrachtung von Bijektionen
ergibt ein anderes Bild. Das bisher um Ordinal- und Kardinalzahlen gemachte Aufheben entfillt, da es
einen einfacheren Weg gibt: Die konsequente Erweiterung der reellen Zahlen.

Definition: Die aus sukzessivem Addieren von 1 zu 0 entstehenden Elemente ergeben die Menge
aller natiirlichen Zahlen N := IN* U {0}. Die Zahlen aus R* heifsen rein komplex. Das Entfernen der zusammen-
gesetzten Zahlen von Ny, ergibt die Primzahlen P, die ganzen Zahlen Z. ergeben sich durch Z := N U —IN*
und die reellen Zahlen IR durch die Briiche mit Zdhler aus Z und Nenner aus IN*. Der Minimalabstand von
0O ist t. R umfasst hyperreelle und surreale Zahlen. Die Zahlen v, @ und 1/t haben fiir n € N die Form 2".A

Definition: Sei B = {0, 1} die Boolesche Menge. Dekrement und Inkrement von a € C werden d :=a — 1 bzw.
a := a + 1 notiert und der Kehrwert von u € C* ist ii := 1/u. Gesprochen werden sie ,a dek”, ,a ink”
und , kehr u”. Ferner werden 4 := 24,4 := a/2 und a- := —a ,,a dach”, ,halb a” bzw. ,a neg” gesprochen.
Der Logarithmus von a € “C \ “IR¢ zur Basis b € "IR,( wird mit ,a notiert und gesprochen ,,b log a”.
Gilto € {v,w}und S* = §*71,seien S := SN[—0, 0] fiir S C R, °C := “R+°R € Cund ?S := SN°C fiir S € C.A

Definition: Es gibt 0 den maximalen Betrag der Zidhler und 7 den der Nenner aller s € S c C an.
Die Mengen Mg := “R \ "R und Mc := MR + My, ergeben die mittendlichen Zahlen. Bei reellen Mengen
kann der Index g entfallen. Enthalten zwei Mengen die gleichen Elemente, heiflen sie genau dann gleich
(Extensionalitat). Die Menge Y heifst Vereinigung der Menge X, wenn sie genau die Elemente der Elemente
von X als Elemente enthélt. Die Potenzmenge der Menge X ist P(X) :={Y : Y C X}.A

Bemerkung: Fiir Teilmengen von S gilt dies analog. Mit T := °S ¢ {0,{0}} gilt T+ T ¢ T oder so-
gar T -T ¢ T. Die Mengen “S enthalten nur nicht-unendliche Elemente. Die Mengen VS entsprechen den
herkémmlichen Mengen S. Die mittendlichen schlieflen die Liicke von endlichen zu unendlichen Mengen.

Extremalsatz: Jede lineare Ordnung besitzt sowohl ein maximales als auch ein minimales Element,
da alle anderen Konstellationen auf einen Widerspruch zur Totalitidt bzw. zu Obigem fiithren.O

Bemerkung: Erst die eindeutige Konstruktion einer nicht endlichen Menge erlaubt deren Anzahl an Ele-
menten korrekt zu bestimmen und den Bezug auf “IN als Basis. Bei mehreren Konstruktionsmoglichkeiten
wird die plausibelste ausgewahlt. Die Relation € ist irreflexiv und asymmetrisch, C hingegen Teilordnung,.



Definition: Die Summe p(z) = +,T:Oakzk mit z € C und m € IN* heifst m-Polynom, falls die Anzahl
der Koeffizienten mit bspw. ay € "Z oder a; € “Z und k € N, und a; # 0 endlich ist, sonst m-Reihe. Es heift
deg(p) := ri fuir ax # 0 der Polynom- bzw. Reihengrad von p. Fur das Nullpolynom p = 0 sei deg(p) := —1. Eine
p(z) = 0 setzende Zahl z € C wird als Nullstelle und m-algebraische Zahl (AZ) bezeichnet. Alternierende
Summen beginnen mit & und negieren den zweiten Summanden. Bei + ist der erste Summand negiert.A

Definition: Fiir das Minimalpolynom p(z) von a € C mit 0 # p(a) = 0 gelte min |p(z)| = |[p(a)|. Die Mengen
dazu heifien A := " AR im reellen Fall und "R¢ 2 " Ac D 3Re D "Z¢ D "IN¢ im komplexen. Fiir agegp) = 1
ergeben sich m-ganzalgebraische Zahlen. Die Notation flir m-AZen ist (m, ag, ax—2, ..., a1, a0; 1, i; #n, &q; 0, p)..
Alle k-Minimalpolynome haben < als Spezifikation s, alle k-Minimalreihen >.A

Definition: Mit r € VIN*(—"IN") existieren eine Nullstelle mit dem r.-groften (|+|.-betragskleinsten) Realteil
> 0 (< 0), mit r = 0,7 € "IN*(—="IN*) eine nicht-reelle Nullstelle mit dem i.-grofiten (|i|.-betragskleinsten)
Imaginérteil > 0 (< 0) und die restlichen AZen analog. Wird fiir mindestens ein a; eine Variable einge-
setzt, gibt #1 die Anzahln € "IN* der Nullstellen an und &g die Anzahl g4 € "IN der mehrfachen Nullstellen.A

Bemerkung: Hierbei hat r Vorrang vor i und stellt sich mit * = i = g9 = 0 die Zahl 0 dar. Der nu-
merische Wert v hat die Genauigkeit p. Der Verzicht auf Unterscheidung mehrfacher Nullstellen erlaubt
diejenigen eines k-Polynoms oder einer k-Reihe mit ganzzahligen Koeffizienten streng totalzuordnen. Die
Angaben 1,1, #n, &g, v, p und s sind ggf. entbehrlich wie fiir Briiche. Die (v + 2)-Tupel (0, ..., 0, 4y, ..., ao; 7, 1) .
mit a; € "IN wohlordnen die AZen lexikalisch streng.

Beispiele: Die Zahlen (v;1,0,0,0, 1), sind gegeben als 1,-1,1 und —1. Die Goldene Zahl @ := 1 +52 /2
lasst sich mit (v;1,-1,-1;1,0;1,618033, 10’6)< notieren. Mit p = 107 gilt 9+01=0,1.1,da9 x 0,1 =
0,9..9 =1-107“ # 1 ist. Somit ist 0,1 - notierbar als (w,9 x 10¥,1 — 10”) - nicht w-algebraisch.

Bemerkung: Es seien m € "IN der maximal zugelassene Polynomgrad und n € "IN der maximale
Betrag, den die ganzzahligen Koeffizienten a; der Polynome a,x™ + a;x™ + ... + a1x + ap mit k € "Ny,
annehmen sollen. Dies ist gerechtfertigt, da die a; voreinander nicht ausgezeichnet sind. Die Anzahl der
AZen entspricht der Anzahl der Nullstellen der derart definierten normierten irreduziblen Polynome:
Der grofite gemeinsame Teiler ggT von deren Koeffizienten ist 1 und es gilt a,, > 0 und ao # 0.

Inklusionssatz: Jede Menge S # 0 falsifiziert S € S, P(S) C S und jede Isomorphie T = S fiir T C S.

Beweis: Jede Menge unterscheidet sich von ihren Elementen, da sie letztere umfasst. So ist 0 # {0}.
Ihre Differenzmenge weist die Elemente mit fehlendem Partnerelement fiir die Bijektion auf.o

Folgerung: Dies widerlegt insbesondere Dedekind-Unendlichkeit und Cantors erstes Diagonalargument
(s.[3],S.80f£.), da IN eine echte Teilmenge von R ist. Ein Verlagern nach hinten der vorne ausgeschlossenen
Zahlen macht das zweite haltlos. Gleiches gilt fiir das Cantorsche, das Russell-Zermelosche und das
Banach-Tarski-Paradoxon. Hilberts Hotel widerlegt die Translation, die aus einer unendlichen Menge
immer herausfiihrt wie die Nachfolgerabbildung s : “IN — “IN* U {@} aus “IN.

Definition: Zyklenfreiheit bezeichnet die Abwesenheit zyklischer Folgen von Mengen, bei denen je-
weils eine als Element in der vorangegangenen enthalten ist. Ersetzbarkeit bezeichnet den moglichen
Ubergang von einer Menge X bei einer eindeutigen Ersetzung jedes Elements von X durch eine beliebige
Menge. Enthalt die Menge Y genau ein Element aus jedem Element von X (Forderung der Auswahlbarkeit),
heifst sie Auswahl aus einer Menge X von paarweise disjunkten nichtleeren Mengen.A

Lemma: Wegen #m < 1 < a fiir alle m € "IN und a € "IR;; ist das Archimedische Axiom ungiiltig.O

Archimedischer Satz: Es gibt ein m € YIN mit a2 < bm genau dann, wenn mit a,b € R, flira > b
zumindest a < bv gilt, da v = max "IN ist.00

Behauptung: Das Cantor-Polynom P(m, 1) := 2((m + 1n)? + 3m + n) bildet “IN? bijektiv auf “IN ab.

Widerlegung: Es gilt P(w, w) = @@ > w = max “IN.O



Bemerkung: Ebenso wird die Fueter-Pélya-Vermutung widerlegt. Wird die Menge “IN? durch {(m,n) €
“IN? : m+n < k € “IN} mit k(k + 3) = & ersetzt, gilt die Behauptung. Da es unendlich viele Mengen
mit Anzahl der Elemente zwischen |['IN| und |"IR]| gibt, ist auch die Kontinuumshypothese falsch: Durch
Abbilden allzu vieler (unendlicher) Mengen aufeinander lassen sie sich nicht mehr auseinanderhalten.

Fundierungssatz: Wird X := {x,, : xp = {0},x, = {x1} und x4 := {x,} mit m € “IN und n € “INy,}
gesetzt, garantiert erst die Forderung des Fundierungsaxioms Zyklenfreiheit, dass jede nichtleere Teil-
menge X C Y ein Element xj enthilt, sodass X und x; disjunkt sind.O

Bemerkung: Mit x,, := {xo} statt x, := {x1} ist X eine unendliche Kette. Die hier vertretene Mengen-
lehre wird durch die Definitionen oben festgelegt. Sie kommt ohne echte Klassen (vgl. [3], S. 117 {.) aus,
da nur sinnvolle Mengen betrachtet werden. Die existierende Menge W aller Welten ist unveranderlich,
weil sie sonst der Vollstandigkeit widersprache. Dies bedeutet jedoch nicht, dass Verdnderungen in den
Welten nicht existieren oder alles determiniert ist. Hierbei hilft es die Zeit raumlich zu betrachten.

Definition: Sei U die Fuzzy-Menge, Q die Menge der Quaternionen, O die der Oktonionen und 5 die der
Sedenionen. Fiir K € {C, R} heiflen zwei verschiedene Punkte x und y einer Teilmenge M C K" mitn € IN*
benachbart, wenn mit der euklidischen Norm || - || fiir alle Punkte z € M gilt: ||x — y|| < max {|lx —z||, [ly — zIl}.
Haben alle benachbarten Punkte von M C K" den Minimalabstand / € R, wird M als h-homogen mit der
Notation #-M bezeichnet. Im Fall i = ¢ heifit M liickenlos. Es gilt die Isomorphie C" = R".A

Definition: Fiir a € RY, sei af gy das f-Mittel mit Funktion f von ay,...,a, (evtl. mit Gewichtsvek-
tor w € [0,1]") bzw. Holder-Mittel zur Stufe r € VIR* statt f. Gesprochen wird | ,mitt”. Sei weiter
ul, == ,..,u)" € “K". Es wird u1, ,u rep n” gesprochen. Existiert zu jedem x € K" ein Punkt y € M
mit ||x — y|| = ¢, heifsit eine Teilmenge M C K" dicht in K". Fiir das punktsymmetrische K" zu K" legt das

Produkt “R" := X}_,°R einen n-Wiirfel mit Seitenldnge o fest und “IR" eine n-Kugel mit Radius 0.4

Bemerkung: Das h-Homogenisieren tragt # vom Ursprung aus in jeder Dimension ab. Zwischen Zahlen
liegende Elemente sind auf die nichstgelegenen h-homogenen Elemente zu runden. Hierbei geben die
Logarithmen zur Basis 2 (s. Nichtstandardanalysis) >v, ,w oder ,I die maximale Anzahl der Vor- wie
Nachkommastellen der Elemente von #-'IR, @-“IR und (:-)R an. Das Erd6s-Ulam-Problem 16st der folgende
Satz, der irrationale Zahlen als nicht-existent sowie IN, Z, R und C als h-homogen ausweist.

Hauptsatz der Mengenlehre: Die Menge IR ist ein maximaler, linear geordneter, abgeschlossener, kontinu-
ierlicher und -homogener Korper mit |R| = 2% + 1, da der unbestimmt belassene Abstand ¢ Kontinuitit
garantiert und R durch Identifikation von min R mit max R , verklebt” werden kann.O

Bemerkung: Teilmengen von K" lassen sich analog verkleben und damit fiir bestimmte Berechnungen
abschlieflen. Da die Rekonstruktion reeller Zahlen mit notwendig periodischer Bruchentwicklung eindeu-
tig ist, schrankt die h-Homogenitét nicht wesentlich ein. Eine vollstandige Homogenitat (d. h. in allen
Richtungen) hoherdimensionaler reeller Rdume ist leider unméglich, wie eine einfache Uberlegung zu
Kreisen bzw. Kugeln zeigt - auch bei Aufrollen eindimensionaler Raume.

Folgerung: Fiir jede nicht-leere Menge ldsst sich eine lineare Ordnung definieren.o

Bemerkung: Anders als herkommlich lassen sich jeweils unmittelbare Vorganger und Nachfolger
angeben. Anschaulich werden Perlen zu einer Kette aufgefadelt, wobei die Anzahl der Dimensionen
unerheblich ist. Die lineare Ordnung einzelner Punkte kann fiir den R" mit n € “IN* bspw. Dimension fiir
Dimension geschehen: Die Gesamtldange der Kette betrdgt dann ([R|". Eine andere lineare Ordnung ist die
bei 01, beginnende spiralformige nach der euklidischen Norm der einzelnen Punkte.

Bemerkung: Nur bose Zungen behaupten, dass falsch sei, was an der Cantorschen Mengenlehre nicht
trivialerweise richtig ist. Fest steht jedoch, dass letztere in weiten Teilen nicht aufrechterhalten werden
kann, aber trotzdem noch geniigend interessante Ideen enthalt, die weiterverfolgt werden sollten. Eine
nidhere Wertung soll hierbei allerdings aus Gerechtigkeitsgriinden unterbleiben.



3 Topologie
Im Folgenden wird die Mengenlehre mit der euklidischen Norm || - || vorausgesetzt.

Definition: Gehort zu Y € P(X) neben @ und X C R jeder Durchschnitt und jede Vereinigung von
Mengen aus Y, heifit ein Mengensystem Y Topologie auf X. Das Paar (X, Y) heifst topologischer Raum. Gilt
Y = P(X), heifit die Topologie diskret. Lasst sich jede Menge aus Y als Vereinigung beliebig vieler Mengen
aus B C Y schreiben, heif$t die Menge B eine Basis von Y. Jede irreflexive Relation N C A? etabliert eine
Nachbarschaftsrelation (NR) in A € X mit der Grundmenge X.A

Definition: Gilt (4, b) € N, heif$t a Nachbar von oder benachbart zu b. Speziell heifsit ein Elementx € A € X
Nachbar von einem Element y € A mit x # y, wenn fiir alle z € X und eine Abbildung d : X*> — Ry gilt:
(1) d(x, y) < max{min{d(x, z), d(z, x)}, min{d(y, z), d(z, y)}} und (2) d(z, z) = 0. Hierbei heifst d Nachbarschafts-
metrik. Die Menge aller Punkte P = R U V sei eine Zerlegung in die realen Punkte R und die virtuellen
Punkte VmitR,V # 0 = RN V.Ist R oder V klar, wird es jeweils weggelassen.A

Definition: Jede Menge A C R etabliert ihr Komplement A° := R\ A in R. A® heifit auch das Aufere
von A. Alle Punkte von V (A), die einen Nachbarn aus R (A° U V) haben, bilden den (inneren) Rand
dV (dA) von V (A). Hierbei hat ¢ Vorrang vor d. Bei sukzessiver weiterer Anwendung von d wird das
Argument jeweils als ohne Komplement angesehen. Das Innere von A sei A° := A\ dA. Der Rand (der Brei-
teb € R.p) von A sei die Menge A ={xeA:dx, y) < b,y € A°}und heifitbei der Kreisscheibe Kreisring.A

Definition: Eine Menge S C R (V) heifst zusammenhingend, wenn fiir jede Zerlegung von S in Y U Z mit
Y,Z+#0=YNZgit:dY°NIZ # 0 # JdZ° NIY. S C R heilSt dariiber hinaus einfach zusammenhingend,
wenn gilt: Sowohl dY° N dZ U JdZ° N JY fiir jede Zerlegung in zusammenhingende Y und Z als auch
5¢U (d)V mit S¢ als Komplement von S in R ist mit zusammenhangendem (d)V zusammenhéangend.
P und R seien einfach zusammenhangend. Jedes U C R heifst Umgebung von x € R, wenn x € U° gilt.A

Definition: Gilt @ # D C (X, Y), heifst ein zusammenhdngendes ID Gebiet. Mit m € IN* heifst die Menge
h-S € R™ genau dann n-dimensional mitm > n € IN*, wenn sie mindestens einen n-Wiirfel mit Kantenlédnge
h € R.o und maximalem 7 enthilt. Sei 'IR" die Einheitskugel mit dem Spezialfall Einheitskreisscheibe IR?.
Mittelpunkte a von n-Kugeln und n-Wiirfeln werden evtl. dahinter in Klammern als (2) notiert. Bestehen
die Elemente einer Menge aus n maximalen Wiirfeln mit Kantenldnge ¢, hat sie Dimension yn.A

Beispiele: Fiir N, Z, Ar, Ac, R und C ist genau die jeweilige diskrete Topologie die Basis. Der Rand jeder
n-Kugel mit n > 2 ist nur zusammenhéngend, sie selbst hingt einfach zusammen. Fiir n = 1 sind beide

unzusammenhédngend. Mit n > 2 und r € R, ist der n-Torus "I := (%R)n nur zusammenhangend.

Satz: Fiir n € N ldsst sich keine endliche Zerlegung einer n-Kugel zu einem n-Wiirfel zusammensetzen,
da endlich viele konvexe Begrenzungen nicht konkave Pendants gleicher Grofsenordnung haben konnen.oo

Satz: Ein Durchlaufen von bis zu neun Feldern eines Tic-Tac-Toe-Spielfeldes macht die einelemen-
tige Menge zur einzigen zusammenhingenden mit Fixpunkteigenschaft (ungiiltiger Satz vom Igel).0

Definition: Eine Funktion zwischen zwei topologischen Raumen heifst stetig, wenn fiir jeden abge-
bildeten Punkt gilt: fiir jede Umgebung des Bildpunktes dieses Punktes gibt es eine Umgebung des
Punktes, deren Bild komplett in der Umgebung des Bildpunktes liegt.A

Bemerkung: Die suggestiven Begriffe Kompaktheit und (die eventuell irrefithrende) Abzahlbarkeit
werden nicht verwendet, da sie bei unendlichen Mengen wie R bzw. IN nicht vorliegen. Bei allen
kontrahierenden Deformationen sind Punkte so aus der Zielmenge zu entfernen wie es die Kontraktion
vorgibt. Erst dann gilt die (verallgemeinerte) Poincaré-Vermutung.

Bemerkung: Es wird eine exakte Topologie vertreten, in der unterschiedliche infinitesimale Abstan-
de eine infinitesimal-diskrete Struktur begriinden, die Weyl- und hohere Symmetrien modellieren kann.
Sie weicht von Standardtopologien insofern ab, als Hausdorffeigenschaft und Trennungsaxiome nicht
gelten. Sie kann bspw. den Welle-Teilchen-Dualismus entschérfen, indem ein einheitliches Modell unter
Zuhilfenahme nichtstandardanalytischer Methoden die Wirklichkeit abbildet.



4 Nichtstandardanalysis

Vorbemerkung: Im Folgenden gelten die Definitionen aus Mengenlehre sowie Topologie. Da das Abbil-
dungskonzept verlangt, jedes auflerhalb der Bildmenge abgebildete Element durch das jeweils nidchste
der Zielmenge zu ersetzen, sind die folgenden Aussagen maximal bis auf : genau und damit nicht mehr
eindeutig. Das Folgende lésst sich ebenfalls leicht auf andere Mengen und Normen verallgemeinern.

Von der Norm zum Differential

Definition: Sei 0 # A € @WK" und zumeist m,n € “IN*. Die Abbildung || ]| : V — @R,y mit V
Vektorraum iiber K heiflt Norm, wenn fiir alle x, y € V und alle A € @K gilt: [|x|| = 0 = x = 0 (Definit-
heit), ||Ax|| = |A] |lx]| (Homogenitit) und ||x + yl| < ||xI| + |lyl| (Dreiecksungleichung). Die Dimension Dim V gibt
die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren wieder. Existieren s, t € [¥, v] mit s||x|l, < [|x|l, < ¢{lx]ls
fiir alle x € V, heiflen die Normen || - ||, und || - ||, dquivalent. Sei N die Menge aller Normen in V.A

Satz: Normen sind genau dann dquivalent, wenn ||x[|,/||x|l, € [V, v] fur alle ||-l,, |||l € N und alle
x € V* gilt, da sich s := min{||x||,/||x|l, : x € V*} und t := max{||x||,/|lx|l, : x € V*} setzen lasst.O

Minimalitdtssatz: Fiir jedes ¥ € R mit n € IN Nachkommastellen liefert die geometrische Reihe (GR) eine
eindeutige b-adische Entwicklung und min{b € R.1} = 2, wobei (1 - b™")/(1 - b71) < 2 gilt.o

Bemerkung: Fiir b € ]1,2[ geht die Eindeutigkeit verloren und es miissen zwei fiir die Dualdarstel-
lung vorgesehene Ziffern (0 und 1) verwendet werden: Eine Ziffer ist nur fiir die Basis b = 1 sinnvoll.

Definition: Fiir die charakteristische Funktion x gelte xa(a) :== 1 fira € A und xa(a) := 0 fir a ¢ A.
Sei Ao := AU{xo0) fiir A € Rund oo > 2 als skalierbare Konstante. Weiter sei sgn(z) = Zlz|xc-(z) fiir kom-
plexe z und sgn(x) := #|x|xr:, (x) fiir reelle x. Der Flacheninhalt von 'IR? ergibt die Kreiszahl 1. Die Lésung
von x™ = —1 sei die Eulersche Zahl € (kurz gesprochen: ,eps”). Dann etabliert € = z eine Logarithmus-
funktion In und die Potenzfunktion z° = €* " ? mits, z € C. Die Exponentiation lasst sich so (formal) festlegen.A

Bemerkung: Das Ersetzen von +0 durch +co macht Berechnungen eindeutig und widerspruchsfrei.
Die Definition von € ist O(7) groBer als die durch (1 + )" (Rechnen mit Naherungen!): Die exakt differen-
zierte Exponentialreihe mit moglichst vielen Gliedern rechtfertigt erstere.

Definition: Die Funktion p; : A — Ry fiir eine m-dimensionale Menge A C @C" mit h € Ryp klei-
ner gleich dem Minimalabstand der Punkte in A, m € “INg;; und py(A) := |Alh™ sowie py(0) = |0] = 0 heifit
exaktes h-Maf§ von A und A h-messbar. Das exakte Standardmaf$ sei p, (ggf. ohne Angabe von 1).A

Bemerkung: Da die Vereinigung A paarweise disjunkter i-homogener Mengen A; miti € I € IN
offenbar additiv und eindeutig 1,(A) = +ejun(A;) ergibt, wird das MaBproblem neu positiv beantwortet.
Die strenge Monotonie folgt fiir h-homogene Mengen A, A; C @IK" mit A; C A, aus un(A1) < pun(Az).
Ist h nicht bei allen betrachteten Mengen A; gleich, so wird das Minimum von allen & gewahlt und
homogenisiert wie in der Mengenlehre beschrieben. Im Folgenden sei || - || die euklidische Norm.

Beispiele: Besteht A c [0, 1[" aus Punkten mit kleinstwertigem Bit 1 (0) in allen n € “IN* Koordina-
ten, so gilt u,(A) = 2". Da A eine unendliche und herkémmlich nicht abzdhlbare Vereinigung einzelner
Punkte ist ohne Nachbarpunkte aus [0, 1[" in A und diese Punktmengen Lebesgue-Nullmengen darstellen,
ist A nicht Lebesgue-messbar, wohl aber exakt messbar. Dichter zusammengeschobene Gebiete aus )K"
haben keine kleinere (groflere) Durchschnittsmenge (Vereinigungsmenge) als zuvor.

Bemerkung: Das exakte h-Maf$ misst optimal, da es nur die NRen eines Punktes berticksichtigt, d.
h. im Extremfall die Abstande der Punkte parallel zu den Koordinatenachsen. Begriffe wie o-Algebra
oder Nullmengen sind entbehrlich, da die leere Menge ( als einzige Nullmenge ausreicht.

Definition: Die irreflexive symmetrische NR B € A? beschreibt benachbarte Punkte in A. Die Funk-
tion y : C = A C C" mit einem h-homogenen C C R und infinitesimalem / heifst Weg, wenn |[[y(x) — y(y)l|
fiir benachbarte x,y € C infinitesimal ist und (y(x),y(y)) € B gilt. Seizg € A C K" und f : A —» MK"™.
NRen werden stets als (Vorganger, Nachfolger) in der Form (zy, Zo) oder (2, zo) notiert, wobei — ,,post”
und — ,prd” gesprochen wird. Sind A und B klar, werden sie im Folgenden nicht erwahnt.A

10



Definition: Gilt fiir infinitesimales @ € R, die Beziehung ||f(Z0) — f(z0)ll < a, heifit f a-nachfolgerstetig
in zp in Richtung Zy. Spielt der genaue Betrag von a keine Rolle, darf a weggelassen werden. Ist f
fiir alle zp und Zy a-nachfolgerstetig, so handelt es sich schlicht um a-Stetigkeit. Hierbei heifst @ der
Grad der Stetigkeit. Gilt die Ungleichung nur fiir & = ¥, handelt es sich schlicht um (Nachfolger-)Stetigkeit.A

Beispiel: Die Funktion f : R — {+1} mit f(x) = 17 ist in R nirgends nachfolgerstetig, wohl aber
ihr Betrag (vgl. Zahlentheorie). Hierbei ist Ix aufgrund der --Homogenitit von R ganzzahlig. Wird f(x) = 1
fiir endliche Briiche x gesetzt und = —1 andernfalls, so ist f(x) in den unendlichen Briichen x teilweise
t-nachfolgerstetig im Gegensatz zur herkdmmlichen Auffassung.

Beispiel einer Peanokurve (vgl. [30], S. 188): Sei g : “R — “RR gerade, periodisch mit der Periode
2und in ] := [0, 1] gegeben durch g(s) = x{3 5)(5) + x}35(5)(3s — 1). Seip : [ — “R? definiert durch

(s) = (Fr02"g@s), H,02"g(@™s)).

Die Funktion ¢ ist mindestens stetig, da die Summen lokal letztlich lineare Funktionen in s sind. Dass
sich so I bijektiv auf I? abbilden liefe, ist ein Irrtum: die Viererpotenzen in der Funktion g und die von
¢ angenommenen Werte 0 und 1 in zwei Teilintervallen diinnen I? so stark aus, dass eine Bijektion
unmoglich ist. Den Beweis auf endliche Briiche zu beschrénken, ist schlicht unzureichend.

Definition: Fiir f : A — @K™ heift | f(2) := f(2) — f(z) Nachfolger-Differential von f in Richtung Z
in z € A. Ist Dim A = n, so steht | f(Z) fiir eine Nachfolgerableitung in jeder Variablen. Gemischte
Differentiale werden durch mehrere Pfeile gekennzeichnet. Sind sie unwichtig, werden sie weggelassen.
Gilt f(z) = z, lasst sich |Z statt | f(Z) schreiben. Hierbei wird | ,,ab” gesprochen. Gilt |f(X) — f(x)| > @ fiir
einxzu f: AC“R — “R, so heifdit x Sprungstelle. Sei im Folgenden g(X) = 3(x) gewihlt.A

Definition: Ist der Betrag des Nachfolger-Differentials von f in Richtung z in z € A kleiner als «
und infinitesimal, so ist f dort auch a-nachfolgerstetig. Eine Funktion f : A € @WK" — “R heif}t konvex
(konkav) (in Zeichen f € Con(A)), wenn ihr Graph unterhalb (oberhalb) oder auf jeder Verbindungsstrecke
zweier seiner Punkte liegt. Kann ,,oder auf” entfallen, gilt dies streng.A

Satz: Mit A € K" sind alle f € Con(A) a-nachfolgerstetig und nachfolgerdifferenzierbar.o

Definition: Die m arithmetischen Mittel aller f¢(Z) von f(z) bilden die m gemittelten genormten Tangentialnor-
malenvektoren von m eindeutigen Hyperebenen. Diese liefern mn stetige Ableitungen fiir die Jacobi-Matrix
eines nicht unbedingt stetigen f. Sie gehen jeweils durch fi(Z) und das nach 0 translatierte f(z). Den Be-
trag ihrer Koeffizienten minimiert ein sehr einfaches lineares Programm (LP) (vgl. Lineare Optimierung).A

Definition: Fiir die (evtl. entfallende) Laufoariable m € IN-,, ergibt sich die Nachfolgerableitung in Richtung

ZrvonF: A — @Kinz = (C?m=)1 z,,,) = (21, ., Zn) € A € @WK" mit dem Verkettungsoperator (C als

'Fu(@) = LF2)/ 1z = (F(21, oy Zny oy 20) = F(@))/En = 2)-0

Definition: Die Ableitung einer Funktion f : A > @R mit A € @R sei genau dann 0, wenn 0 im
Intervall mit den Grenzen der links- und rechtsseitigen exakten Ableitung liegt oder wo f unstetig ist.
Differenzierbarkeit ist also immer gegeben. Sei num(x) = p € Z die Zihlerfunktion und den(x) = |g| € N*
die Nennerfunktion von x = p/q € R mit teilerfremden p und g (in Zeichen: p L g).

Gilt mit den Bezeichnungen von oben fiir eine Funktion f = (C’f fm) Ao @K"mitze A C @WK"

2 = (F(Z,C; zn)-F(C zn,)/ml F(C# zw2)-F(Cs zm)) _ (lFl(z) lF,,(z)),

Z1-21 Zn—2n lzn 7 7z

so heiflt f(Z) = V F(Z) mit dem Nabla-Operator V die exakte Nachfolger-Ableitung 'F(Z) bzw. der exakte
Nachfolger-Gradient grad F(Z) in Richtung Z in A mit der dort exakt differenzierbaren Funktion F(z).

Gilt dies fiir alle z € A, so heifit F exakt differenzierbare Stammfunktion (SF) von f. Die Ubereinstim-

mung der Ableitungen in allen Richtungen heifst Holomorphie. (A = VC und n = 1 machen F herkémmlich
holomorph). Auf einem Bereich ID sei O(ID) € C(ID) € C der Ring holomorpher bzw. stetiger Funktionen.A
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Kettenregel: Aus x € A C @WR,¢g: A > BC @R, f: B — C C @R folgt 'f(g(x)) = 'f(g(x)) 'g(x)

wegen ) ) B
gty = HEGTED SO 80 TER ) = g0 9000

Produktregel: Addition und Subtraktion von f(X)g(x) bzw. f(x)g(X) im Zahler ergibt

(fR)) = f(0)gx) + f(@) 'g(x) = f(1)g(®) + f(x) 'g(x).0
Quotientenregel: Das gleiche mit f(x)g(x) bzw. f(¥)g(%) ergibt fiir Nenner # 0 der folgenden Quotienten

LF(x) g(0)—f(x) g(x Lf(x) g(®)—f(®) Lg(x
1 (g) (1) = L )g;(;)é{(;)) 30 _ L )gg(&);((z)) 0

Bemerkung: Hierbei miissen die Argumente und Funktionswerte einer kleineren Unendlichkeitsstufe
als 7 angehoren sowie f und g in x € A hinreichend (a-)stetig sein. D. h. @ muss klein genug sein,
um X durch x ersetzen zu kénnen. Analoges gilt fiir infinitesimale Argumente. Die exakte Ableitung
der Umkehrfunktion lautet ! f~1(y) = 1/! f(x) aus y = f(x) und der Identitit x = f~!(f(x)) mithilfe der
Kettenregel bei gleicher Genauigkeit. Die Regel von de I'Hospital ist fiir (a-)stetige Funktionen f und g
sinnvoll und ergibt sich fiir f(v) = g(v) = 0 mit v € A sowie g(7) # 0 aus

f®)/8() = (f() - f(©))/(8@) - 8(©)) = ' f(©)/' ().

Bemerkung: Lasst sich die exakte Ableitung durch 'F (") := F(©) — F(5)/(0 — 0) ersetzen (Nenner # 0),
hat dies den Vorteil 'F(‘0’) eher als , Tangentensteigung” im Punkt v aufzufassen, z. B. wenn F a-stetig
in v ist. Dies gilt vor allem, wenn ¥ — v = v — ¥ ist und die zusammengefassten Ableitungen gleiches
Vorzeichen haben. Die Ubertragung ins (herkémmlich) Komplexe erfolgt analog.

Satz, der den von Froda verbessert: Eine monotone Funktion f : [4,b] — “R hat maximal 2w? — 1
Sprungstellen, da zwischen —w und @ maximal 2w? Spriinge von w médglich sind und die Funktion aufler
an den Sprungstellen wie eine Treppenfunktion ihre Werte halten kann.O

Zwischenwertsatz: Sei I := [min f(x), max f(x)]. Ein in [4, b] a-stetiges f : [4,b] = “R nimmt jeden
Wert in I mit einer Genauigkeit < « an. Ein in “RR stetiges f nimmt jeden Wert von "R in I an.

Beweis: Mit jeweils f(x) als Mittelpunkt existiert in I eine liickenlose Kette von sich tiberlappenden
a-Umgebungen, da sonst ein Widerspruch zur a-Stetigkeit von f entstiinde. Ferner unterschreitet eine

Abweichung |f(X) — f(x)| < 7 in "R die herkdmmlich maximal zugelassene Auflosung.0

Bemerkung zum Satz vom Minimum und Maximum: Die stetige Funktion f(x) := @ sin(wx) nimmt fiir
x € [-1,1] die Minima —&® und die Maxima & als unendliche Werte an.

Beispiel: Die f-stetige Funktion f : YR — {0, 1} mit f(x) := (1% + 1) besitzt nur die lokalen Minima
0 bzw. lokalen Maxima ¢ sowie die links- bzw. rechtsseitigen exakten Ableitungen +1.

Beispiele: In ([4], S. 160) gilt 1 = 1, = 3. Mit g = den(x) und f(x) := —)(z;]R(x)ﬁqzj hat f: [0,1] — [, —{] die
beiden relativen Extrema =/ (vgl. ebd. S. 24).

Definition: Die Richtung w := Z ergibt die zweite Ableitung von f : A - @Kinz € A € @K durch

200z) = 1@ _ [@-fB+f@)
&=z (2
Bemerkung: Hohere Ableitungen werden analog definiert. Jede Anzahl m, € “IN fiur n € “IN* der
durchgefiihrten Ableitungen nach der n-ten Variable wird als Exponent hinter dieser notiert. Der im
Zidhler anzugebende Exponent ist die Summe aller m,,. Mit 1/(-1)! = 0 gilt dann fiir g wie f und p € “IN*
die Leibnizsche Produktregel:

P(f8) = +m+n:p(:1) "frg.
Beweis: Fiir p = 1 gilt die einfache Produktregel wie oben. Induktionsschritt von p nach p:

P(£8) = Feranp (1) + (1) " "8 + Fsranp () "f g = Fsranp () " f "8
= ("f9) =" ("fg+f'g) =" ("f8) +7(f'8) = Fumensp() "f "0

1
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Vom Integral zur Stirlingformel

Definition: Mit z € A C @IK" heiflt 1,4 f(2)|z := F.caf(2)(Z - 2) das exakte Nachfolgerintegral eines
Vektorfeldes f = (fi, ... fu) + A = @K" in A und f(z) exakt integrierbar. Das Entfernen mindestens
eines Punktes aus A macht hier das exakte Integral uneigentlich. Es wird T ,auf” gesprochen. Fiir
y:G=[a,bNnC—>ACWK,CCRund f = (fi,.... fa) : A > @K" heifstT, f(O)IC =Tsec f((5)) Ly(s)ls
mit |s > 0,5 € ]a,b] N C bei Wahl von y(s) = y(5) wegen C = y(s) und |C = y(3) — y(s) = y(s)!s (z. B. fiir
C = R, B maximal in C?> und D maximal in IR?) das exakte Kurvenintegral (KI) eines Vektorfeldes f langs des
Weges y. Uneigentliche exakte Kle ergeben sich analog den exakten Integralen, ohne das Entfernen von
Intervallendpunkten von G zuzulassen.A

Bemerkung: Das (lineare) exakte KI erfordert kein stetiges f, existiert immer und stimmt mit dem
herkémmlichen KI auf K weitgehend tiberein. Es ist im (herkémmlich) (unendlich) reellen Fall monoton.

Satz von Laisant: Fiir ¢ € “R ergibt die Produktregel Tf(x)lx)f,l( = Ty ly v y) -1 y)ly + co

Definition: Fiir alle x € V eines h-homogenen n-Volumens V C [a1,b1] X ... X [a,,b,] € @R" mit
B = By X ... X By, By C [ay, b]> und || xi| = I fiir alle k € N2, heifit mit f(x) := 0 far alle x € @R" \ V

Terf(x)lx = Terf(x)i(xll o Xp) 1= a,y; f(x)lxl xy,

das exakte Volumenintegral {iber eine dann volumenintegrierbare Funktion f : @R" — @R.A
Bemerkung: Die Isomorphie von C und RR? liefert im Komplexen Entsprechendes und T,cy1lx = (V).

Beispiel: Mit dem exakten Volumenintegral im Gegensatz zum Lebesgue-Integral erfiillt

I£llp = (P I F )P L)

fiir beliebiges f : @R" — @R™ und p € [1, w] alle Eigenschaften einer Norm, auch die Definitheit.

Beispiel: Sei [a, b N h“Z # 0 eine h-homogene Teilmenge von [a,b[ N“R mit B C [a, b[ Nh*ZX]a, b] N h*Z.
Sei ferner T eine SF von einer in [a,b[ N h*Z nicht notwendig konvergenten Taylorreihe (TR) f und
fx) :=tx) + sf/ " mit herkémmlich reellen x und ¢ > 7. Fiir h = 7 ist f weder stetig noch herkémmlich
differenzierbar bzw. integrierbar in [a, b[ N h*Z, aber es gilt exakt fiir alle i

Lf(x) = 1(x) — Jxe1™/" und

Txe[ab mhuzf(X)lx =T(®) - T(a)+ g(ld/h _ ll?/h)'

Beispiel: Die herkémmlich nicht messbare Mitteldrittel-Cantormenge C; hat das Ma88 y,(C;) = 37¢.
Sei die Funktion c : [0,1] — {0,3%} definiert durch c(x) = 3¢ Xc;(x). Dann gilt

Teepo e Lx = 1 ge()lx = 31, (Cy) = 1.

Definition: Eine Folge (ay) mit Folgengliedern ay ist eine Abbildung von “WZ nach @C™ : k +— aj.

Eine Reihe ist eine Folge (sx) mit m € @z dem Konvergenzradius r und den Partialsummen s = +I;:m
Eine Folge (a) mit k € @IN*,a, € @C und « € ]0,7] heifit a-konvergent gegen a € “)C, wenn es ein
me (“’)]Nzk gibt, sodass |a; — a| < « fiir alle gy mit nicht zu kleinem k — m gilt. Die Menge a-A aller solchen
a heifst a-Grenzwertmenge von (a), der aus ihr (z. B. als letzter oder Mittelwert) bestimmte eindeutige
Représentant a-Grenzwert a-a. Fiir speziell a = 0 ergibt sich eine Nullfolge. Gilt die Ungleichung lediglich

fiir @ = ¥, so darf a- entfallen. Meistens wird k maximal und & minimal gewahlt.A

11]'.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe impliziert +n 11— w) =2

Bemerkung: Herkommliche Grenzwerte sind kaum genauer als O(w). Thre tatsichliche Rationalitét
oder reine Algebraizitdt wird selten beachtet! Um die Relevanz ausschliefilich des grofiten Indexes zu
vermeiden (vgl. [9], S. 144), wire in der herkommlichen Formulierung zu ergdnzen, dass sich stets
unendlich viele bzw. fast alle Folgenglieder mit beliebig kleinem Abstand zum Grenzwert und nur
endlich viele mit grofierem finden lassen. Erst dann gilt das Monotonieprinzip (vgl. [9], S. 155).
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Bemerkung: Der Hauptsatz der Mengenlehre macht die Darstellung jeder positiven Zahl durch einen
eindeutig bestimmten unendlichen Dezimalbruch haltlos (vgl. S. 27 f.). Wird ¢ := ( gesetzt, werden alle
Beweise falsch, die fiir ¢ € @R, - speziell fiir alle ¢ € MR, - behaupten, dass eine reelle Zahl 7 mit
reellem r € @R existiere. Andererseits kann ein infiniter Regress entstehen. Die ¢5-Definition des
Grenzwertes (fragliche Existenz von 9, S. 235 £.) benétigt € als ein gewisses Vielfaches von 1.

Bemerkung: Dies gilt auch fiir die ¢6-Definition der Stetigkeit (vgl. S. 215): Die jeden reellen Wert
verdoppelnde reelle Funktion entbehrt gleichméfiger Stetigkeit, da sich generell 6 := t und ¢ entspre-
chend grofier setzen lédsst. Erfiillen zwei Funktionswerte die Bedingungen nicht, dann ist die Funktion
dort auch nicht stetig. Also ist Stetigkeit bei Wahl des grofiten von allen giiltigen infinitesimalen € zur
gleichmafigen dquivalent. Die Aquivalenz zur Holder-Stetigkeit ist ebenso leicht zu zeigen.

Bemerkung: Hier ist ggf. eine unendliche reelle Konstante zuzulassen. Dies gilt auch fiir gleichma-
Bige Konvergenz, da sich als alles erfiillender Index das Maximum der Indizes wéhlen ldsst, der fiir
jedes Argument gilt. Hier reicht stets & aus, da sonst die punktweise Konvergenz fehlt. Also ist gleich-
méfiige Konvergenz bei Wahl des grofiten von allen giiltigen infinitesimalen ¢ zur punktweisen dquivalent.

Satz von Fubini: Fiir X, Y € @K mit f : X x Y — @K ergibt ein Umordnen der Integralsummen

Ty TxfC, Ylxly = Txar f(x, YL, v) = TxTyf(x, y)ly lx.O

Beispiel: Mit 72 := x? + ? ergibt sich gemif dem Spétesteinsetzungsprinzip (s. u.)

b o d d b
la, bix[c, d[f‘ir%l(x, y) =17 yle =-Ts rixiyL{ = arctan% —arctan § + arctan%’ — arctan £

das ggf. uneigentliche Integral

N

I(a,b) := T[a/b[z?‘irz_ lx, y) = arctan% —arctan § + arctanf—; —arctan? =71 -7 =0 und nicht

10,1) = 176742 Ly lx = Tt = § # —% = —Tore = ToMorir Lx Ly = 10, 1),

Vertauschungssatz: Vollstindige (transfinite) Induktion erweist das Ergebnis mehrfacher Ableitun-
gen einer Funktion f : A — @K als unabhingig von der Reihenfolge, solange erst zum Schluss Variablen
durch Werte ersetzt oder Grenzwerte gebildet werden, falls erforderlich (Spitesteinsetzungsprinzip).o

Beispiel: Fiir f : “IR?> - “R, £(0,0) = 0 und f(x,y) = P xy® gilt mit r2 := x? + y*

Vf
lylx

f

Ty = Ty + 67yt = 3xty?) =

mit Wert 2 an der Stelle (0, 0), obwohl nachfolgend fiir x = 0 links y und fiir y = 0 rechts 0 steht in
i—i = -7y £ 7yt +308°Y7) = %,
d. h. dann ergibt links die Ableitung nach y den Wert 1 # 0, welches die nach x rechts ist.

Erster Hauptsatz der exakten Differential- und Integralrechnung fiir Kle: Die Funktion F(z) = T, f(C)lC
istmity : [d,x[NC > ACWK,CCR,f:A— @K,deG = [a,b[NC bei Wahl von y(x) = y(¥) exakt
differenzierbar und es gilt 'F(z) = f(z) fiir alle x € G und z = y(x).

Beweis: LF(2) = Taeaanc/ (V) VO)Us = Taeaaincf6) ye)ls = T f(rs) LD s

= f(y(0) 'y(x)lx = f)FE) - y(x)) = f(z)lz.0

Zweiter Hauptsatz der exakten Differential- und Integralrechnung fiir Kle: Mit y : G — @K gilt wie
oben vorausgesetzt

F(y(©)) - F(y(@)) = 1,'F(O)IL.

Beweis: F(y()) — F(y(@) = FwecF(F(©) ~F((s)) = e FP()(7(s) — ()
= e FQ/(9) 'y(s)s  =1,'F(O)ICo
Korollar: Ist y dartiber hinaus ein geschlossener Weg (GW) von f mit SF F, gilt T, f(C)1C = 0.0
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Integralformel: Damit ist fir f : A — @ und den GW y([a,b]) € A — @C genau dann (s. u.)
f(z)ind,(z) = nTV - zf(C),J,C wenn aus g(C) = C - z(f(C) f(2)) folgt, dass T, ¢(0)IC = 0 gilt.o

Bemerkung: Dies trifft insbesondere zu, falls g auf y([a, b[) eine SF besitzt. Beide Hauptsétze gelten
im herkommlich reellen Fall analog. Fiir u,v € G, u # v und y(u) = y(v) ist y(u) # y(v) erlaubt.

Bemerkung: Im ersten Hauptsatz wird die Ableitung |(F(z))/lz verschdrft zum arithmetischen Mit-
tel 2(f(z) + f(2)) bzw. zu f(2(z + Z)), im zweiten Hauptsatz F(y(b)) — F(y(a)) zu 2(F(y(b)) + F(y(b))) —
2(F(y(a)) + F(¥(a))) bzw. zu FQ(y(b) + 7(b))) — F(2(y(a) + ¥(a))). Hierbei ergeben sich im hinreichend
a-stetigen Fall von f bzw. von F am Rand nahezu die urspriinglichen Resultate.

Transformationssatz: Existiert die Jacobi-Matrix D¢(x), lehrt die lineare Algebra fiir f : p(A) —» @R" und
A C“R" (vgl. [17], S. 519):
T (A)f(?/)ly = Taf(@))leig(Dep(x))|{x.0

Leibnizregel fiir Parameterintegrale: Fiir f : @K" —» @K, g,e : @K" - @K, % := (s,x2,...,x,) und
s € WK\ {x;} gilt bei Wahl von a(x) = a(¥) und &(x) = e(¥)

Lf(xot
i (10 L) = TG AR + 2R ) = R, a().

Beweis: 75 (i) f(x.Dlt) = (150 F(&, DLt = 150 f(x, DLt)/ L
= (10 (FG D = fx, 1) it+Ti§i§f(x Bl =T fE D1t/ 1x
o — M9 £z, a(x)).0

Anmerkung: Die Integration im Komplexen erlaubt einen Weg mit Anfangs- und Endpunkt als In-
tegralgrenzen. Ist a(x) # a(X), so wird der letzte Summand mit (@(x) — a(x))/(a(X) — a(x)) multipliziert.
Ist 2(x) # e(X), so wird der vorletzte Summand mit (&(x) — e(x))/(e(X) — e(x)) multipliziert. Fiir folgende
Beispiele (vgl. [9], S. 540 - 543) sei jeweils n € “IN* und x € [0, 1]:

= Ta(x) lx1

1. Die Folge f,.(x) = sin(nx)/ n? strek~)t fiir n — w nicht gegen f(x) = 0, sondern gegen f(x) = @? sin(wx) mit
der (stetigen) Ableitung ! f(x) = w? cos(wx) statt 1 f(x) =0

2. Die Folge f,(x) = x — fix" strebt fiir n — w gegen f(x) = x — @x statt f(x) = x mit der (stetigen)
Ableitung ! f(x) = 1 — x statt ! f(x) = 1. Herkémmlich ist f,(x) = 1 — x" unstetig in x = 1.

3. Die Folge f,(x) = nx(—x)" strebt fiir n — w nicht gegen f(x) = 0, sondern gegen die stetige Funktion
f(x) = wx(—%)” und nimmt fiir x = & den Wert € an.

Satz von Taylor: Es gilt fiir +,,,|mf(a)| >9,"f(a) € “C,g(z) =(z—a)?,|z—al <éwund z - a € “C

f@) = Tu(2) := Fp_gm! " f(a)(z - a)".
Beweis: Aus der Regel von de L'Hospital folgt dann mit der Leibnizschen Produktregel

_ U9 _ e U@ _ YU9E) _ e
f&) = 3@ T g T v T gl T eg@ T w! “(f9)(2) und

U(f9)(2) = Fmenza(() " f(@) Ug(2) = “g(2) T gm! " f(@)(z — a)".0

Folgerung: Der zweite Hauptsatz liefert fiir das Restglied R,(z) := f(z) — Tu(2) = f(a) + 15 L)t — Tu(z)
nach dem Mittelwertsatz mit C € “C(z) und p € INZ,

Ru(z) = T2nl(z — £ "f(B)Lt = pnl(z — O " F(O)(z — a)P.

Induktionsbeweis mit partieller Integration und Induktionsschritt von 77 nach n (1 = 0's. 0.):

f(z) =Ta(z) + n'(z —a)" " f(a) + 1% n'(z — )" f(t) |t = Tu(z) + Ry(2).0

Bemerkung: Es gilt (' —=1)/1 =1 = 1 exp(0) und damit |.y/ly = 7 aus ly/lx = y := €* sowie |x" = |€" =
nx"|x fiir n € “IN* nach der Produkt- bzw. Kettenregel.
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Bemerkung: In Einheitskreis und Dreiecken ist sint/1 = (cost — 1)/t und cos (/1 = —sint/t zu ersehen.
Damit gilt 'sin(0) = cos(0) und 'cos(0) = —sin(0) sowie mit m € “IN und n = k der Satz von Moivre:

(cosz+sinz)" =™ =1+ +ZV):1 (r’](mz)”’ + iﬁ(mz)”) = cos (mz) + sin (mz) .0

Eulersche Sinusformel: Da die & Nullstellen der linken und rechten Seite wegen €' = 1 + sin0
tibereinstimmen, liefern Nullstellensatz und Identitdtssatz (vgl. [29], S. 41) fiir Reihen sowie der Satz

oben I'(2) = 72 fiir die Gammafunktion I'(z) := w!w?/ XZ;Q (z+ k) mitz € "C \ ="IN entsprechend aus
-1 ¥ —e™ sin(nz) 4@ (mz)" p z

= = _— = ’ — 212 = —
erz | mz | omz O Kia 1 =2 /) = Frreg 0

Funktionalgleichung der Gammafunktion: Aus I'(2) = zI'(z)w/(w + 2) und I'(1) := 1 fqlgt fiir hinreichend
kleine |z| durch partielle Integration I'(2) := 1§ t?¢ ™' |+ = zI'(z). Die Substitution x := #* fiihrt mit z = 2 zu
der fiir die Statistik und Kugelberechnung wichtigen Gleichung 15e™* |x = 2r%.0

Folgerungen: Das Wallis-Produkt ist X k2 /(k* — &) = 7. Eine logarithmische Ableitung (s. [22], S. 324)
ergibt 1y% sinx|x = 7. Fiir die gerade Funktion X cot ¥ = i(;:oaan" mit den Bernoulli-Zahlen B,, liefert
die GR per Koeffizientenvergleich in x !(csin(rx)) = mx cot(rx) = 1+ 2362'|‘(;:1 n? — x2 (s.0.)C(n) = —;7!]?,1 7"
mit ((s) := +:;:1f15 als Riemannscher Zetafunktion und s € “’C sowie Re s > 1.0

Stirlingformel: Fiir a = 12w gilt die asymptotische Naherung & < (@A 2w!) + w < .

Beweis: Die Gammafunktion liefert (Z)’) =L 4 und sza)” = (bw)? ~ cu!4“’(7za))72 mit b €]1,2][.

(nw+n)? - (77(4))2
Fiir ¢, d € 13,2[ gilt daher

w! ~ c(nw)(dw).

Die Indizierung c2 /c; von c ergibt ¢ = 22 und de /d%, von d zeigt d = € auf. Der Rest folgt aus [24].0

w
Folgerung: Vollstandige Induktion ergibt n! € [e"F12-"421m+2] fiir n € “IN* und # = 12,004.0
Vom Satz von Green zu dem von Stokes

Satz von Green: Fiir die NRen B € D? mit h-Gebiet D € “)R?, hinreichend groflem m € IN*, infini-
tesimalem & = ||x| = [Ly| = [P(s) — y(s)| = O(@™), (x,y) e D,D™ :={(x,y) e D : (x+ h, y + h) € D}, einem im
Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen GW y : [a, b[— 9D bei Wahl von (s) = y(3) gilt mits € [a, b[, A C [a, b]*
und hinreichend a-stetigen Funktionen u,v : ID — R mit ggf. nicht stetigen Ableitungen |u/]x,
lu/ly, lo/lxund v/ ly
Ty Lx+01y) = Tepen- (£ - 1) Lx y).

Beweis: Er wird nur fiir D := {(x, y) : r < x <5, f(x) < y < g(¥)}, 1,5 € @R, f,g: ID — @R gefiihrt, da das
jeweils um 7t gedrehte Aquivalent analog resultiert mit jedem h-Gebiet als Vereinigung solcher Mengen.
Da sich die fehlende Beziehung analog ergibt, wird lediglich T,u |x = —T(x,y)eD_%l(x, ) betrachtet.
Unter Vernachlédssigung der Teile von y mit |x = 0 zum KI wie von s := h(u(r, g(r)) — u(t, g(t))) gilt dann

—Tyudx = = Tu(x, g0 Lx = ulx, F)Lx = T ELYLx = T yep 1o L(x, y).0

Endlichkeitskriterium fiir Reihen: Seien m,n,q,r € IN. Genau dann ist S, := |+;zosq| mit s; € @

endlich, wenn0< S, = (i;zoam| < ay fiir eine Folge (a,,) mit a, < a,, € VIRy¢ gilt, sofern sich Summanden
beliebig nach Grofie und Vorzeichen sortieren, zusammenfassen bzw. in Summen aufspalten lassen.0

Reihenproduktsatz: Mit a,,, b, € @K ersetzt folgende Gleichung das Cauchy-Produkt (s. [29], S. 103):
+(;;1):1am+(::1bn = +::1:1(+T:1(anbm—ﬁ + aw—ﬁbm—m-m) - ambm—n’t)-l:‘

Faulhabersche Formel: Der vorige Satz zeigt fiir € N* und die Bernoulli-Zahlen B,, (vgl. [29], S. 163)
mithilfe von Exponentialreihe (s. 0.) und GR per Koeffizientenvergleich +_ K = ﬁ+f,1:0(f:l)anp_m.D
Folgerung: +,_ k¥ = 2'*‘,@1127’7 -+ K= ﬁ+i:0(f1)Bm [~ = nPmm).0
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Beispiel: Das folgende Reihenprodukt hat den endlichen Wert (vgl. [4], S. 61 £.):

(Eni) = +“m’:1((i,)i —1 (( L )2)) - 036590.. <« L

w— m—n w-m+n 348
Beispiel: Mit der Signumfunktion sgn gilt fiir folgendes Reihenprodukt (vgl. [4], S. 62):
+:l:02msgn<m> +f=05gn(n -y)= @29 > 2.

Bemerkungen: Ist der Betrag von x € C von anderer Grofienordnung als der von |x bzw. 1x, liefert
Os(x) := ) _ox™ = (1 —x-")/x durch Ableitung
Is(x) = F _ mx™ = (ix-" — nx-" — 1)/32.

Obige Formeln wurden z. T. falsch berechnet. Letztere ldsst sich fiir hinreichend kleine x und hin-
reichend, aber nicht zu groe n noch zu —x~? vereinfachen und bleibt auch fiir nicht zu grofe x > 1 giiltig.
Durch sukzessive Multiplikation von ™s(x) mit x fiir m € “IN* und anschlieflende Differentiation ergeben
sich weitere Formeln fiir "s(x) als Beispiele auch divergenter Reihen. Wird hingegen %s(—x) von 0 bis 1
integriert und n := w gesetzt, ergibt sich ein Integralausdruck fiir .w + y mit der Eulerschen Konstante y.

Die Regel von de 'Hospital 16st den Fall x = —1. Uber die binomische Reihe ergibt die Substitu-
tion y := —x eine Reihe mit unendlichen Koeffizienten (die Reihendarstellung von .w sogar fiir y).
Wird der Zihler von %s(x) unzuldssig zu 1 vereinfacht, kénnen sich falsche Ergebnisse einstellen, insbe-
sondere wenn |x| > 1 gilt. So ist %s(—€™) bspw. 0 fiir ungerades 1 und 1 fiir gerades 7, aber nicht 2.

Gegenldufigkeitssatz: Durchlduft der Weg v : G = [2,b[ N C — V mit C C R die Kanten aller n-Wiirfel
mit Seitenldnge ¢ im n-Volumen V C @R" mit n € N, genau einmal, wobei in allen deren Seitenfla-
chen paarweise gegeniiberliegende Seiten in gegenldufiger Richtung, aber einheitlich traversiert werden,
sogiltfir DCR?,BC V2 f=(fi,, fu): Vo> @R, y(s) =x,yG) =Xund V, ;= {X € V:x € V,X # X}

Tsecf(() 'y(E)s =1 ) f@)lx =1 sec, f(Y6) 'y(s)Ls.

eVxV, Yo"V

Beweis: Bei Betrachten zweier beliebiger Quadrate mit gemeinsamer Kante der Linge t, die in einer
Ebene liegen, werden nur die Kanten von V X V, nicht in beiden Richtungen bei gleichem Funktionswert
durchlaufen. Sie liegen alle und damit der zu durchlaufende Weg genau in 0"V.0

Satz: Genau dann, wenn F : A — @C mit der Aufspaltung in Real- und Imaginérteil F(z) := U(z) + V(z) :=
f(x,y) := u(x, y) + v(x, y), -homogenem A C @ C und I = || x| = |ly|, der NR B C A2, fiirallez=x+y € A

holomorph ist, gelten die Cauchy-Riemannschen Dzﬁ‘erentialgleichungen i; und “’ = —%.

Beweis: Aus l” + % % - % = % = LU(z) + | V(z) folgt direkt die Behauptung.O

Bemerkung: Als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Holomorphie von F ergibt sich

_ f
F@z) = i = 2(“ w) ¥ =o.

Integrallemma von Goursat: Fiir das im Dreieck A € “)C holomorphe f ohne SF gilt (vgl. [22], S. 149 ff.)
I:=Torf(OLIC=0.

Widerlegung bestimmter herkdmmlicher Beweise mit vollstandiger Triangulierung: Fiir jedes minimale
Teildreieck A; € A mit den Ecken x, A und u von A; muss o. B. d. A. entweder gelten

L= Toa fOLC = fOOA = 1) + FA)(u = A) + f)(< = p) = (f() = FADA —u) =0 oder
Ton fOLT = fIOA =) + A = 1) + f(@)(c = @) = (F(0) = FANA + (FA) = F@)u + (F(w) = F()x
=1F) (k= DA = (= D+ (1 = A = (e = D)) = FA) (1 = A = 1) = (1 = 1)) = 0
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Der Umlaufsinn von JA ist anscheinend unerheblich. Die Holomorphie bzw. zyklische Vertauschung
erfordert f(k) = f(A) = f(u). Insgesamt betrachtet muss f also im Widerspruch zur Voraussetzung
konstant sein. Denn da der Term in der grofien Klammer translationsinvariant ist, liefSe sich sonst o. B.

d. A. u := 0 setzen, und dieser Term wire nur dann 0, wenn x = A + 3-2) mit [k] = |A| = [k — A gilt.
Die Homogenitit jeder horizontalen und vertikalen Gerade in (“)C verbietet dies jedoch:

Das zugehorige Teildreieck wire dann gleichseitig und nicht gleichschenklig und rechtwinklig. Also ist
|Is| in beiden Féllen mindestens |' f(A)O(:?)| 0. B. d. A. fiir die Eckenwahl 0, t und ¢. Ist L der Umfang eines
Dreiecks, so gilt einerseits |I| < 4"|I;| mit unendlich natiirlichem m und andererseits 2" = L(dA)/|O(:?)|
wegen L(9A) = 2"L(9A,) und L(9A,) = [O(2)]. Es gilt |I] < [} f(A)L(AA)*/O(:?)| und die gewiinschte Abschit-
zung || < [O(10)| misslingt fiir | f (A)L(&A)zl etwa grofer als |O(:%)].0

Cauchyscher Integralsatz: Fiir die NRen B € D? und A C [a4,b] mit h-Gebiet D C “C, infinitesima-
lem 1 sowie f € O(D) und GW y : [a, b[— JID bei Wahl von y(s) = y(5) mit s € [a, b[, gilt T, f(z){z = 0.

Beweis: Aufgrund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und des Satzes von Green gilt mit
x:=Rez,y:=Imz,u:=Re f,v:=Im fund D" :={zeD:z+h+heD)

Tf@z =1, (u+2) (b + 1y) = Teen- (5 - 1) - (£ + 1)) lw ) = 00

Bemerkung: Mit @ := 0 lidsst sich der Hauptsatz der Cauchyschen Funktionentheorie nach Dixon (vgl.
[22], S. 228 f.) beweisen, da der Limes dort 0 sein soll bzw. 7 gegen 0 fiir r € “IR,y gegen w strebt.
Der (verallgemeinerte) Satz von Liouville und der kleine Satz von Picard werden in “C C “C durch die

(ganzen) Funktionen f(z) = +:zlz”a7ﬁ und g(z) = wz wegen |f(z)| < 1 und |g(z)| < 1 widerlegt, der grofSe
Satz von Picard durch f(2) fiir z € “C".

Mittelwertgleichung: Die Integralformel liefert fiir y([0, %t[) = "C(c), c € @) C und r € @R,

f©) = 1] fc+red)lp.
Bemerkung: Mit der Substitution z = ¢ + re? folgt die Mittelwertungleichung | f(c)l < |fl, (s. [22], S. 160).

@ £

Beispiel: Mit f(x) := +_,7i%(1 + n%x2) gilt 1 £(0) = f(%g(o) =+, mh) =+ (1 +n*3) = 1w =0,

wobei die Reihenentwicklung . = iwzlﬁx” mitx € |-1, 1] verwendet und gliedweise differenziert wurde.

Definition: Fiir einen GW y : [a, b[— @C und z € @C heifit 77 7/Cﬂ:/le Umlaufzahl bzw. Index ind, (z) € Z.
Mit A € @C,n € “N,ay,cj € “Cund f(z) = +';=O+Z)=_wa]~k(z — ¢j)* sowie paarweise verschiedenen c;
heifen die Koeffizienten a;_; der Funktion f : A — ©)C Residuen res, f.A

Residuensatz: Aus y und f wie oben ergibt sich ET), fOlC= +1;:Oindy(cj)rescj f,dafirallek € “Z\ {-1}
einerseits +7:0|T),a]-k(c -c j)kLCI = 0, andererseits ETV{II jkC:le = ind, (cj)res; f fur k = -1 gilt.o

Definition: Ein Punkt zp € M C “)C" bzw. zu einer Folge (4) mit k € N heift (eigentlicher) a-
Hiufungspunkt von M bzw. (ax), wenn in der Kugel *C(zo) € “)C" um zq mit infinitesimalem a unendlich
viele Punkte aus M bzw. paarweise verschiedene a; € “C" liegen. Fiir a = @ entfallt a.A

Bemerkung: Die paarweise verschiedenen Nullstellen ¢, € “C ¢ ID fiir z € “C in p(z) = XZ):O (z = ¢x) seien
so gewdhlt, dass |f(ck)| < w fiir eine Funktion f € O(D) in einem Gebiet D € C mit f(0) = 0 gilt. D
enthalte “C komplett, was eine Koordinatentransformation stets bewirkt, solange D ,,gro” genug ist.
Die Koinzidenzmenge {C € D : f(C) = g(0)} von g(z) := f(z) + p(z) € O(D) enthilt einen Haufungspunkt
in0. Da p(z) jeden komplexen Wert annehmen kann, ist die Abweichung von f und g nicht vernachléssigbar.

Wegen f # g widerspricht dies dem Identitdtssatz wie die lokale Tatsache, dass in zy € D alle Ab-
leitungen "u(zp) = "v(zg) zweier Funktionen u und v fiir alle n zwar tibereinstimmen konnen: weiter
entfernt konnen sich aber # und v deutlich unterscheiden, ohne ihre Holomorphie zu verlieren, da die
Entwicklung mancher holomorphen Funktion in eine TR Nédherungspotenzen enthilt. Die Funktion
b(z) := ¥z mit z € "C C "C bildet das einfach zusammenhzngende "C holomorph auf !C ab.

Eine fehlende Injektivitdt bzw. Surjektivitdt erfordert eine Korrektur des Riemannschen Abbildungssatzes.
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Beispiele fiir f € O(D) sind alle in “C beschrénkten Funktionen mit f(0) = 0. Wird die obere Grenze von
w auf |IN*| erweitert, ergeben sich ganze Funktionen mit unendlich vielen Nullstellen. Die Nullstellen-
menge braucht nicht diskret zu sein. Damit kann die Menge aller f € O(D) Nullteiler enthalten. Die
Funktionen widerlegen erneut den kleinen Satz von Picard, da sie mindestens 7z Werte in C auslassen.

Satz (binomische Reihe): Fiir alle m > v und (§) := 1,a € VC, (%) := nlad...(& — n) und I(f;)/(,‘;)| <1
folgt iiber z € 177C (bzw. z € @)C fiir a € N und die TR um 0) die Gleichung 2* = +,_(?)z".0

. . k k
Multinomialsatz: Fiir ¢ € @WC,z € @WCk k € @WN,,, m,n; € “IN%, [n| := +j:1n]-,z" = X]-le]-”f und
my . __ .
() = m!l.m!m! gilt

12" = Fpem (2"

Beweis: Die Falle k € {1, 2} sind klar. Induktionsschritt von k nach k mit (") = G 0 )G ) und p= g+

oo P7 MM

(117 2)"| = F (2]

= +|n|:m(’:)z” bzw. von m nach m

Ck=zk+zi( qkl=nkln,\(!

A1 =g (172", 1o+ A1y = i (D], W+ 172", = Fiaen(" 0
Allgemeine Leibnizsche Produktregel: Mit " := l;’l...lzk und l;'j := [/ 1z;" folgt fiir j,k,m,n € @N und

differenzierbares f = f; - ... - fi € “)C aus dem Multinomialsatz |" f = -, (")l f.O

k k
Satz von Taylor fiir mehrere Variablen: Mit n! := ijlnj!,a,z € @WCk und (z — a)" := X]-:1 (z—a)"

folgt aus dem Multinomialsatz ebenfalls analog zum Beweis der einfachen TR fiir n € N
f@) = Tu(e) := Hnll" fla)(z - a)".0

Folgerung: Analog zur einfachen TR ist das Restglied mit C € “C(z) und k € N,

Ru(2) = (z = OF /(1 = k/i)F e " F(O)(z — a)"*.0

Kettenregel fiir mehrere Variablen: Fiirz € A ¢ @WK, ¢: A -» BC WK™, f : B — C € WK" gilt mit
k,m,n e @N*:

'f(8(2) = '£(3(2)) 'g(2)

Beweis: Aus dem Satz von Taylor fiir mehrere Variablen folgt fiir beschréankte ||r(z)|| und [|s(g(2))Il
(@) = g(2) + 'g(@)z + r(2)lllzl’ und f(3(2)) = f(8(2)) + ' f(g(2))1g(2) + s(g(2NIIg)IP.O

Newtonverfahren: Wird oben f(Z) = f(z) + ! f(z)lz = 0 gefordert, so gilt z; := z, — 1 f (zn)_1 f(z,), falls
1 (zn)_1 invertierbar ist, mit quadratischer Konvergenz in der Néhe einer Nullstelle.o

Satz von Stokes (vgl. [17], S. 625 {.): Steht — fiir hinreichend a-stetige Funktionen f,, : C — “RR iiber einem
wegzulassenden Term bei einer alternierenden Differentialform v := +:ln:1 S dxi A oA L A A Ly
vom Grad 71 auf einem achsenparallelen Quader C = [a1, b1]X...X[a,,b,] € “R" mitdC := $Z1:1(Fa,m — Fum)
und F,,, = [a1, b1] X ... X {aw} X ... X [ay, b,] sowie Fyp = [a1,b1] X ... X {by} X ... X [a,, by], s0 gilt Telv = Tocv.O

Beweis: Der zweite Hauptsatz und der Satz von Fubini (s. 0.) ergeben fiir die Seitenflichen

Tedv = T 10 B FoaX, oo By wees X0) = Fon X1 s Bty ooy X)) AX1 A e ALy A AL

und
L Lt AL A A L A L A e A Lty = =172 [ A LA L3O

L L

Bemerkung: Der Satz von Stokes gilt auch fiir aus Quadern bestehende n-dimensionale Mannigfaltigkeiten.

Beispiele: Fiir n € IN* bestehen [—1,1]" und 'IR" aus i ™" bzw. "7 /T(11 + 1) Punkten (vgl. [30], S. 254).
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5 Zahlentheorie
Das Folgende setzt Mengenlehre, Topologie und Nichtstandardanalysis voraus. Sei k € IN.
Primzahlsatz: Fiir t(x) := |{p € P<, : x € “R}| gilt 1(w) = c@ © + O(cw a)i).

Beweis: Intervalle fester Lange v € “IR,g erlauben § Mengen-2-Tupel von Primzahlen so zu bilden,
dass das erste Intervall eine unverdnderte reprasentative Primzahldichte hat und das zweite Intervall
leer ist, dann auf ein Intervall mit den zweitmeisten eines mit den zweitwenigsten Primzahlen folgt usw.
Die Stirlingformel (s. Nichtstandardanalysis) legt die Primzahlliicke n = €” = O(¢(n!)) mit n € “IN», nahe.

Impliziert der Induktionsanfang n = 2 bzw. 3 die Annahme, dass mit x4 € [2,4[ das erste Intervall
X, /Xy, Primzahlen enthilt, so beweist der Schritt von x,, nach x,zl, dass n(xfl) = 1(x,)X, Primzahlen nur
aus m(x,) = x,/ex, folgen. Die Primzahlliicke betrdgt durchschnittlich (x,, aber maximal X2, und die
maximale Entsprechung von x2 zu x, ist w zu w?.0

Bemerkung: Ersetzt m € “IN;, bei ny™ Mengen-m-Tupeln die 2, bleibt das Ergebnis gleich. Vollstindige
Induktion und das Sieb des Eratosthenes zeigen mit dem dirichletschen Primzahlsatz je unendlich viele
prime und zusammengesetzte Mersenne-Zahlen M,, := 2" -1 fiirn € “IN* auf (s. [25], S. 174 f. und 354 - 365).

Satz von Singmaster: Es gibt maximal 8 verschiedene Binomialkoeffizienten gleichen Werts > 1.

Beweis: Die Existenz ist klar wegen (30103) = (728) = (155) = (164) und dem Aufbau des Pascalschen Dreiecks.
Mitp € “P,a,b,c,d € PN, d <r:=p-bad<i<n:=p-d,b<dunds ¢ P fir alle s € [max(r — 4, 7),7]
ergeben die Stirlingformel n!* ~ n(f + 3)(én)" und der Primzahlsatz w()) < cw(") fiir p —> w.0

Satz von Giuga: Genau dann ist n € “IN;, eine Primzahl, wenn +Z:1kﬁ = -1 mod n gilt.

Beweis: Der (kleine) fermatsche Satz erledigt den Fall n € “IP U “2IN*. Aus dem harmonischen und
geometrischen Mittel H, bzw. G, folgt andernfalls +p€m]17 p- ngm][) p=m/H,—-G;" =ce N (vgl [1],
S.31). Dies widerspricht c < 1 aufgrund von H,(m) # H, = H,(m,n) = m/(c + i) < n" = G,.0

Primzahlliickensatz: Fiir die Menge M, der mittelbaren Primzahlliicken gilt M, > “2IN U {1}.

Beweis durch vollstandige Induktion: Behauptung ist, dass neben 1 die mittelbaren Primzahlliicken 1,
von 2 bis p existieren. Sie stimmt fiir die Primzahlen p € {2, 3}. Der Primzahlsatz ldsst beim Schritt von
p — p + 2 keine grofiere als die aufgetretenen Primzahlliicken als 11,,, zu. Daher existiert auch p.0

Satz von Goldbach: Jede gerade Zahl > 2 ist Summe zweier Primzahlen.

Beweis: Mit 1t + 71 = Pryirn—r + Gmarn—r + 1,7 €10,2,. .., max(g(n))} gilt zugleich 1 + 1 = ppssu—s + Gum+spu—s +5,
s € {0,2,...,max(g(n)) + 2}. Daraus folgt it + 71 + 2 = puri—r + Gieru—r + 1,7 € {0,2,..., max(g(m))}.
Vollstandige Induktion liefert dann die Behauptung mit dem vorigen Satz.O

Satz zur zweiten Hardy-Littlewood-Vermutung: Fiir m, n € “INy, gilt n(m + n) < n(m) + n(n).

Vollstéandiger Induktionsbeweis nach n: Die Falle rt(m + 1) = rt(m + n) bzw. (i) = 7t(n) und ni(m + 1) =
7t(m + n) sind klar. Liegt der letzte Fall mit nu(i7) = m(n) vor, folgt die Behauptung mit m := n + k und
7i(n) = on + O(on?) wegen 7u(fi + k) < m(n + k) + 7(n) und 7(4) < #(2) usf. aus

(1 + K)o+ k) = (1 + K)o + n(e( + k) — 0)e(n + k) = (7t + K)e(n + k)o.0

Koeffizientensatz fiir w-AZen: Keine Nullstelle normierter irreduzibler Polynome und Reihen mit min-
destens einem a; ¢ “Z ist w-AZ, da diese paarweise verschieden und eindeutig bestimmt sind.O

Schrankensatz fiir w-AZen: Kein z € C* mit |z| ¢ [®, w] ist w-AZ.
Beweis: Den reellen Fall 16sen in einer Polynom- oder Reihengleichung der Ansatz a,, = 1 und

a = - fir k < m mit Bilden des Kehrwerts und die GR. Das Ersetzen von w jeweils durch
w(m) = w — &/w(m)" liefert die exakten Grenzwerte. Den komplexen Fall 16st u. a. x = jw mit y € “R".0
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Folgerungen: Fiir jedes z € R + R mit |zl ¢ B und 1 := z? ist die GR +Z)zoz” = /2 ¢ $Ac.
Mit k = @?! gilt [(z) := k'k*/(z2...(z + k)) ¢ AR fiir alle z € “R \ —=“IN. Fiir die Eulersche Zahl gilt
€e=1+d)" = (kw + 1)/w! ¢ ©Ag mit k >  (Exponentialreihe).00

Anzahlsatz der AZen: Mit der Riemannschen Zetafunktion C und der durchschnittlichen Anzahl z(m) der
Nullstellen eines r-Polynoms oder einer 1-Reihe haben die AZen asymptotisch fiir € = n die Anzahl

Am,n) = () z(m)R™ (n + O@)).

Beweis: Der Fall m = 1 hat nach ([25], S. 323) den Korrekturterm O(on) und gibt die Anzahl 4‘|‘Z:1 o) -1
der Briiche tiber die eulersche ¢-Funktion wieder. Fiir m > 1 dndern die Teilbarkeitsverhiltnisse weder
den Korrekturterm O(c) noch den Hauptterm. Durch 1/C(ri1) = X?zl(l - f);’”) (GRn!), das Vielfache primer
pi entfernt, werden Polynome und Reihen mit ggT(ag, a1, .. .,4,) # 1 ausgeschlossen.O

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes nicht-konstante Polynom p € (“)C hat ein z € “C mit p(z) = 0.

Indirekter Beweis: Eine affin-lineare Variablensubstitution erreicht ;;((T) # O(1). Dann ist f(z) := ;5(;) fir
alle z € @)C holomorph unter der Annahme p(z) # 0. Mit f(1) = O(1) liefert die Mittelwertungleichung (s.
Nichtstandardanalysis) | f(0)| < If], ftir y = 'C und beliebiges r € @R, also £(0) = O(1).0

Beispiele: Fiir m = 1 gibt es 3(n/7)? + O(on) reelle und fiir m = 2, da ein reelles Polynom vom Grad 2 nach
der a-b-c-Formel zwei reelle Nullstellen mit Wahrscheinlichkeit % hat, 913/C(3) + O(on?) reelle Losungen.
Fiir a,, = 1 existieren z(m)&"™(x + O(0)) ganzalgebraische Lésungen.

Bemerkung: Im reellen Fall ist z(m) asymptotisch gleich (m/7t + O(1) nach [14].
Folgerung: Fiir m = n = v gilt |" Ag| = ok’ (? + O(0)) und |"Ac| = " (V + O(0)) .0

Satz von Bunjakowski: Gilt a, > 0 fiir ein Minimalpolynom p € @C vom Grad n mit p(i) L p(j)
fir alle “IN* 3 i < j € “IN", so hat es unendlich viele Primzahlen als Werte.

Beweis: Der dirichletsche Primzahlsatz liefert fiir m € “IN* unendliche viele Primzahlen g, = bm + ¢ mit
festen b L ¢ € “IN*. Umgekehrt gibt es unendlich viele m, sodass d,, := p(m) = m(q,, — c) ist. Wird letztere
Formel umgestellt, ergibt vollstindige Induktion nach dem Polynomgrad » die Behauptung.o

Satz: Fiir die BBP-Reihen s; := +:):1p(n)q(17)77” mit b € “IN;, und ganzzahligen Polynomen bzw. Reihen p
und g € “Z mit g(n) # 0 und deg(p) < deg(q) gilt sk ¢ £ Ar wegen den(sy) > b > w mitm € IN*.O

Satz: Der Abstand zweier benachbarter reeller w-AZen betrdgt maximal /@ mit der nicht w-algebraischen
Omega-Konstante Q = & = W(1) (s. u. Lambertsche W-Funktion).

Beweis: Der Abstand der reellen w-AZen ist um +1 herum am grofiten. Die Zahl 1 approximiert
ein x € “ AR, das die Polynom- oder Reihengleichung ¥x™ = 1 fiir x > 1 oder x™ = —¥ fiir x < 1 erfiillt.0

Approximationssatz fiir reelle w-AZen: Der durchschnittliche Fehler, um jede reelle w-AZ vom Grad
n > 1 durch eine reelle w-AZ vom Grad m < n zu approximieren, ist asymptotisch gleich |*Z| ™" cw((1)1.

Beweis: Die Anzahl der w-AZ und innerhalb unverdnderter Grenzen nahezu gleichmiflig verteilten
Zahlen nimmt in “R pro Grad mehr ca. um den Faktor |*Z| zu. Der Fehler entspricht dem Abstand der
w-AZen untereinander. In “C liegen w-AZen weniger dicht.O

Folgerung: Zwei verschiedene reelle w-AZen haben durchschnittlich mindestens den Abstand |°Z|™ o
Die genaue Bestimmung des Minimalabstands erfordert ein unendliches nicht-lineares nicht-konvexes
Optimierungsproblem zu 16sen. Damit haben reelle v-AZen eine Approximationsordnung von O(v). Dies
widerlegt den Satz von Thue-Siegel-Roth, der von falschen Voraussetzungen ausgeht.o

Grofte-Primzahl-Kriterium (GPK) fiir w-AZen: Gilt bei gekiirzten Briichen r := apb + §t € “R mit
nattirlichen a,b, s und t, abst # 0 und a + s > 2 sowie der (zweit-) grofiten Primzahlp € “P,p fbund p 1 s,
so gilt r ¢ © AR, da der Primzahlsatz den(aps(bs  apt)) > p > @ — O(cw w?) > w impliziert.o
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Satz: Die Konstanten von Catalan (G), Gieseking (7 f), Smarandache (S1) und Taniguchi (Cr) sind
nicht w-algebraisch aufgrund des GPKs.O

Satz: Es gilt m ¢ & AR, sofern die unterschiedlichen Darstellungen als Wallis-Produkt oder Produktdarstel-
lung der Gammafunktion fiir den Wert 2 akzeptiert werden (s. Nichtstandardanalysis), oder alternativ

durch Anwendung des GPKs auf die Leibnizsche Reihe oder die arcsin(x)-TR fiir x = 1.00

Satz: Die Konstanten von Artin (Ca,), Baxter (C?), Chaitin (Qf), Champernowne (Cjg), Copeland-
Erd6s (Ccr) (gilt bei jeder Basis aus "IN*), Erdés-Borwein (E), Feller-Tornier (Crr), Flajolet und Richmond
(Q), Glaisher-Kinkelin (A), Heath-Brown-Moroz (Cppym), Landau-Ramanujan (K), Liouville (£;), Murata
(Cm), Pell (Pper), Prouhet-Thue-Morse (Cpra), Sarnak (Cs,) und Stephen (Cs) sowie die Euler- bzw. Landau-
Totient-Konstante (ET bzw. LT), die Primzahlzwillingskonstante (C,) und die Carefree-Konstanten (K;, K»
und K3) sind nicht w-algebraisch, da sonst eine Primzahlpotenz aus Zihler oder Nenner kiirzbar wére.O

Satz: Die trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen samt ihren Umkehrfunktionen, die Digam-
mafunktion 1, die Lambertsche W-Funktion, die Funktion Ein, der (hyperbolische) Integralsinus S(h)i,
die Eulersche Betafunktion B und mit s, u € “IN* sowie t € “IN die verallgemeinerte Fehlerfunktion E;, die
hypergeometrische Funktion (F;, die Fresnel-Integral-Funktionen C und S und die Bessel-Funktion I; bzw.
die erster Gattung J;, die Legendresche Funktion y;, die Polygammafunktion i;, die verallgemeinerte
Mittag-Leffler-Funktion E;, die Dirichletreihe +(::11~15 f(n) mit maximal endlichen reellen |f(n)|, die Prim-
zetafunktion P(s), der Polylogarithmus Li; sowie die Lerchsche Zeta-Funktion @(g, s, ) liefern fiir reelle
Argumente und maximal endliche reelle |g| und ||, bei denen die zugehorige TR konvergiert, keine w-AZen.

Beweis: GPK, Dirichletscher Primzahlsatz und Wallis-Produkt liefern die Behauptung. Sie folgt bei
der Digammafunktion aus dem Fehlen der w-Algebraizitit der Eulerschen Konstante y (s. u.).0

Satz von Gelfond-Schneider: Mit g, c € “/Ac \ B und infinitesimalem ¢,b € “Ac \ R gilt a’ ¢ “Ac.

@

Indirekter Beweis: Die Minimalpolynome p (und g) von ¢" bzw. ¢*¢ = 2’ mit maximalem r € R
und f = p (q) ergeben den Widerspruch ! f(c"®) # 0 = (f(c") — f(c'*%))/(c" — ¢"*¢) = L f(c"*9)).o

Satz: Mit Lig(z) := +Z):117lsZ”,Z € 'Cund s € “C sei y := Lij(1) - cw = ({’(rxj —JZ) lx, wobei Um-
summieren y € 10, 1[ zeigt. Wird cw = Li;(2) w akzeptiert, so gilt y ¢ ©Ag auf O2°® w) genau.

Beweis: Aus der GR folgt —¢(—¥) = Lij(x) + O(@x® /%) + t(x)|x fiir x € [-1,1 — 7] und t(x) € “R. Dann
werden der (kleine) fermatsche Satz und das GPK auf den(p(1 — 277 ,w)) fiir p = max “IP angewandt.O

Satz: Nur dann gilt +;):_1Ll:,77n ¢ “R fir beliebige b, € “IN*, wenn dies ebenfalls fiir +Z:_1E,; oder
a1 — a, mit a, € “IN* zutrifft, da sich b, := 1(+4,) (Teleskopsumme) setzen lésst (vgl. [6], S. 346).0

Satz: Aus p* + num(q)den(q) fiir alle p € “P mit g € Q := YR, 3 ¢* und »w > |x| € “R folgt
x € YZ.

Indirekter Beweis: Sei 0. B. d. A. x > 0. Da fiir nicht zu grofies x € “IN* der Satz gilt, sei nun x € Q \ “IN".
Wegen g* € “Ar \ Qseinunx :=k/d € “R,o\ Qmitd, k€ N*und d L k. Also gilt qk = 1" mit r € Q. Der

Fundamentalsatz der Arithmetik weist den Zghler oder Nenner von g bzw. r grofser als 2 aus.O

Bemerkung: Der vorige Satz beweist die Vermutung von Alaoglu und Erd&s, dass p* und 4* genau dann
v-reell fiir verschiedene p, q € 'IP sind, wenn x € ¥Z mit nicht zu grofiem |x| gilt.

mz_XZN(mk)J keine Zyklen, folgt m; = 1 fiir jedes mg € “IN".

Beispiel: Gibt es in m;, := {
Satz von Collatz: Aus ;. := ny + xan (k) (5ni + 2) folgt n; € {1,2,4} fiir jedes ny € @N*.

Beweis: Ist der triviale Zyklus (hier nach [27]) der einzige, unterschreitet jedes solche ofter ab- als
aufsteigende Verfahren jedes ny > 2, wie es der Erwartungswert von 3%/2 des vorigen Wertes anzeigt.0

Definition: Erfiillen zwei Zahlen xp, yo € “C* keine nicht-triviale Polynomgleichung p(x,y) = 0, so
heifSen sie w-algebraisch unabhingig.aA
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Satz: Das GPK liefert mit ¢ = (1+ )’ fiir maximales p € “P und n als Wallis-Produkt paarweise
w-algebraisch unabhédngige Darstellungen von A, C3, v, €, K und n.0

Bemerkung: Die Bedingungen sind nicht hinreichend wie die Beispiele a, := 1,b, = 2 bzw. (a,) :=
(12,12,12,12,12,6,12,20, 30,42, ..., ®w), b, := 1 mit den Summen & + 1 bzw. (v — 2)/d zeigen. Zu (n!) bzw.

(ay) mit 4y, = aqa, gilt +(;,):1anbn ¢ “Ag fur b, :=n+2bzw. b, := 1.

w
Satz von Beal: Fiir a” + b" = ¢ mita,b,c,d,e,r,s € “N* und k, m,n € “Ns3 giltd := ggT(a,b,c) > 1.

Indirekter Beweis: Sei (da)" + (db)™ = (dc)" der notige Ansatz, um d nach Rechnen mod 4 herauszukiirzen.
Wird verallgemeinert b° + " = ¢ wieder mit @™ multipliziert, folgt b =1, c = d und s # m ¢ 2IN. Die
zweite allgemeine Form 1 + d° = ¢" ergibt ebenso mit m # s ¢ 2IN die Behauptung durch Widerspruch.O

Folgerung: Wegen m # s wird a" + b" = ¢" von keinem n € “IN; fiir beliebige a, b, c € “IN* erfiillt.00
Satz von Catalan: Es gilt {(m,n,x,y) € “’]N‘éz 1+ x"=y"1={3,2,2,3)}.

Indirekter Beweis: Der vorige Satz ergibt min(m, n) = 2. Mit /1 € “2IN* zeigt Quadrieren 1 + 4¥* = (1 + 1)"

~

und (1 +27z)" =1+ 2% = 1 mod 2’ fiir § = 4z und alle r € “IN»3 sowie 1 + x> =2 # 0 = 2"}" mod 8.
Aus m € “2IN* und s € “IN* folgt x™ = iy mit s™ # § € “2IN* und es gilt X" = 855 = 8.0

Satz von Erd6és-Moser: Die Faulhabersche Formel (s. Nichtstandardanalysis) ergibt fiir k,n € “IN”,

. N n N . .. P N . .
dass mit nit | +m:1 mk = % nur die Losung k =1 =71 wegen 1 < n { i1 existiert.O

Drei-Kuben-Satz: Es gilt S:={n € Z:n# +4 mod 9 =neZ :n=a®>+®++3@+b)cla-b+c)=
(a+c)*+(b—c)3+c3 c a®+b3+c>+6Z, da unabhingige vollstandige Induktion nach den gleichberechtigten
Variablen a, b, ¢ € Z zunichst {0, £1, £2, +3} C S zeigt und dann die Behauptung.oO

Satz von Brocard: Es gilt {(m,n) € “IN? : n! + 1 = m?} = {(5,4),(11,5), (71, 7)}.

Beweis: Aus n! = i folgt m = 7+ 1 fir r € “IN* und n > 3. Also ist n! = #(7 £2) = 8s(§ + 1) mit
s € “IN*. Gelte 27 | n! und 27 t n! fiir maximales g € “IN*. Damit ist n! = 29(71 + 1) fiir u € “IN* und zwingend
n! = 292772 £ 1). Die Primfaktorzerlegung von 1! erfordert dann n < 7, was die Behauptung ergibt.0

Wilsonscher Primzahlsatz: Nur fiir die Primzahlen p € {5,13,563} gilt g := p* | (p! + 1).

Indirekter Beweis: Wird danach eine geeignete Zweierpotenz links addiert und subtrahiert, liefert
Division durch p oder p in fig + § = p! fiir n € “IN* rechts eine hohere ab hinreichend grofiem p.0O

Satz von Littlewood in der herkommlichen Mathematik: Mit || - ||; als Abstand zur nichsten ganzen
Zahl gilt iminf n ||nalls |Inbll; = O fir allea, b € VIR und n € IN*.
n—oo

Beweis: Fiir k,m € VIN* als Nenner der Kettenbruchentwicklung von a bzw. b mit Genauigkeit g € VIR»
und n/km immer wieder ganz liefert der dirichletsche Approximationssatz (s. [25], S. 63):

lim inf n1|[nal|4||nblly = lim inf nO(@71)* = lim inf O(71) = 0.0
n—o00 n—o0 n—oo

Widerlegung durch die Nichtstandardmathematik: Fiira = b := & gilt w ||wallg lwblly = 1.0

Beispiel: Fiir s € @)C mit Re(s) < 1 und z := 2 hat {(s) = *+_,7#° definitiv keine analytische Fort-
setzung (vgl. [13], S. 4) und ist damit nullstellenfrei. Dies widerlegt die Riemannsche Vermutung:

—_—w @ . © L w(/2)
+ _ it =zt - i R

n n=1

Satz: Da die Dirichletsche L-Funktion L (s, x) = +:::1 x (n) ° offenbar nur Nullstellen fiir s = 0 und
nichttriviale Dirichlet-Charaktere x(n) hat, widerlegt sie die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung.O
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6 Euklidische Geometrie
Das Folgende setzt Mengenlehre, Topologie und Nichtstandardanalysis voraus.

Definition: Sei R ein euklidischer Raum als Unterraum von R” mit n € “IN;3 (s. Mengenlehre). Zwei
verschiedene Punkte als Elemente von R heifSen (Punkte-)Paar. Ein (ein-) zweidimensionaler Unterraum
von R wird als (Gerade) Ebene bezeichnet. Eine eindimensionale Punktmenge in R, bei der jeder Punkt
liickenlos mindestens einen und hochstens zwei benachbarte Punkte hat, heifst Linie. Der Abstand ist
durch die euklidische Norm || - || gegeben und ergibt aufsummiert die euklidische Weglinge A.A

Definition: Eine Strecke ist eine zusammenhédngende Teilmenge einer Geraden, deren Anfangs- und
Endpunkt sie genau bestimmen und mit jeweils nur einem Nachbarn endlichen Abstand haben. Zwei
Strecken mit einem gemeinsamen inneren Punkt schneiden sich. Zwei durch Translation auseinander
hervorgegangene Strecken heifsen parallel. Die Punkte der Ebene gleichen Abstands (genannt Radius) zu
einem weiteren Punkt werden als Kreis bezeichnet, der mit seinem Inneren eine Kreisscheibe bildet.A

Ergebnis: Bei kiirzer definierten Geraden gibt es fiir das Axiom von Pasch, das der Vollstandigkeit
und diverse andere Axiome sowie ihre Aquivalente mit Obigem viele Gegenbeispiele. Das Unterraum-
konzept kann Hilberts Inzidenzaxiome 1.6 und 1.8 beweisen. Bestimmt eine Gerade eine parallele Gerade
durch einen weiteren Punkt mit dem kiirzesten Abstand eindeutig, ist das Parallelenaxiom in der
euklidischen Geometrie redundant. Die Axiome der Anordnung und Kongruenz sind tiberfliissig.

Entgegen Hilberts Inzidenzaxiom 1.4 reichen drei verschiedene Punkte nicht aus, um eine Ebene
eindeutig zu bestimmen, da es verschiedene Unendlichkeiten gibt. Hilberts Inzidenzaxiom 1.7 ist falsch
(vgl. [11],S.2-17), da Ebenen im Unendlichen dennoch begrenzt sind und sich genau in einem Punkt
schneiden konnen. Der Hauptsatz der Mengenlehre erlaubt alle (drei antiken) exakt nicht 16sbaren
Probleme tiber den Strahlensatz und Farey-Folgen ([25], S. 62 f.) mit beliebiger Genauigkeit zu l6sen.

Sind zwei Geraden lediglich dann parallel, wenn sie in einer Ebene liegen und sich nicht schneiden, ist
das Parallelenaxiom falsch: Der Kehrwert des Abstands des weiteren Punktes zu der urspriinglichen
Geraden kann mindestens unendlich oder kleiner als |“IN| sein und dann lassen sich unendlich viele
verschiedene Geraden durch den weiteren Punkt legen, ohne die urspriingliche Gerade zu schneiden.
Hilberts vage Formulierung des Vollstindigkeitsaxioms macht es letztlich nicht zukunftstauglich.

Das Archimedische Axiom ist auf eine unendliche nattirliche Anzahl von Abtragungen einer Stre-
cke auszudehnen, die nicht {iber den Anfangs- oder Endpunkt einer Geraden hinaus geschehen kénnen.
Es ist im endlichen Fall durch den Archimedischen Satz (s. Mengenlehre) zu ersetzen. Das Axiom von
Pasch ist ebenso entbehrlich, da eine Gerade aufgrund ihrer maximalen Lange das Innere eines Dreiecks
vollstandig passieren muss, also auch ihren Rand, sofern einer ihrer Punkte in diesem Inneren liegt.

Lotsatz: Mit n € “IN»; enthélt jede konvexe Menge S aus “IR" einen Punkt, der das Féllen von 7
Loten auf dS (auch auf eine Ecke) erlaubt, da dies in der Ebene alle 90° moglich ist (vgl. [2], S. 14 £.).0

Toeplitz-Vermutung: Jede geschlossene Jordan-Kurve besitzt ein einbeschriebenes Quadrat.

Gegenbeispiele: Das rechtwinklige Dreieck mit Kathetenlénge ¢ und das stumpfwinklige Dreieck mit
dem geeignet infinitesimal verschobenen Eckpunkt des hochstens einen einbeschriebenen Quadrates.O

Satz: Ein geeignetes infinitesimales Nebeneinanderlegen dquichordaler Punkte fiihrt zu einem Jor-
danbereich mit mehr als einem dquichordalen Punkt (vgl. [2], 5.9 f.).0

Satz von Fickett: Fiir jede Lage zweier tiberlappender kongruenter n-Quader P und Q (s. [2], S. 25) mit
n € “INyy, 1 := 71 und dem exakten Standardmaf u gilt, wobei u fiir n = 2 gerade A ist:

m<r:=u@PNQ)/u@dQNP) < m.

Beweis: Das zugrundeliegende Extremalproblem hat sein Maximum fiir Rechtecke mit den Seitenldngen
sund s + {. Mit g := 3 — {5 gilt min v = § < r < max r = g. Der Beweis fiir n > 2 verlauft analog.00
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7 Lineare Optimierung
Das Folgende setzt ebenfalls Mengenlehre, Topologie und Nichtstandardanalysis voraus.

Durchmessersatz fiir Polytope und Polyeder: Jeder Durchmesser eines durch m Restriktionen gegebenen
n-dimensionalen Polytops bzw. Polyeders mit m, n € “IN;, ist maximal 2(m + n — 3).

Beweis: Maximal 17 Hyperebenen lassen sich zu einem unvollstindigen Zyklus der Dimension 2 zusam-
menstellen und es gibt hochstens n — 2 Ausweichmoglichkeiten zur Seite in den restlichen Dimensionen.
Das Uberwinden jeder minimalen Strecke benttigt maximal zwei Kanten und liefert den Faktor 2.0

Satz zum Strassen-Algorithmus: Fiir hinreichend grofles n := 20 0 € VIN*, 8 := ,7 und A € "C™"
beweist die GR die Verkiirzung der Laufzeit T(n) = O(1n*) (s. [5], S. 31 ff.) um ca. 3 zur Berechnung von

AAH — A Ap||AR AR _ AnAl + Ap AL ARAD + Ap AL .
An An]|AR A An Al + Ap AR An Al + ApAlL
Satz zur schnellen Matrixmultiplikation: Mit A wie B = (b;;) € "C"™" und n wie zuvor ldsst sich AB fiir
s := min{2* > n}?x(laijlz, Ibijlz)ﬁ 1kevZ)

aus
A11(sB11 + B12), A21(sB11 + B12), A12(sBo1 + B2z), A2 (5B21 + B)

durch Rechnen modulo s in der Laufzeit O(p?) mit p = {n bestimmen (s. Anhang).O

Das hybride Intex-Merit-Verfahren fir LPs
Problemstellung. Seien
A € VR™", b e R", ce'R", ee'R.

Betrachtet wird zunédchst das primale LP

max e+c'x unter Ax <D, x> 0.
Das zugehorige duale LP lautet

min e+b'y unter A'y>c¢, y>0.
Fiir zuldssige Paare (x, y) gilt nach schwacher Dualitét

c'x<bly.

Im Optimum verschwindet der Dualitatsspalt:

bTy—c'x=0.
Bedeutung von pro. Der Parameter pro € {1, -1} legt die Interpretation der Eingabedaten fest.

Fiir pro = 1 wird das eingegebene Problem als maximierendes primales Problem gelesen:
max e+c'x unter Ax <b, x> 0.

Fiir pro = —1 wird die interne primal-duale Orientierung vertauscht. Das Verfahren arbeitet dann mit der
transponiert-negierten Tableauform, so dass die interne Zielfunktion dieselbe geometrische Rolle spielt
wie im maximierenden Fall. Der mathematische Zielwert darf dabei jedoch nicht mit falschem Vorzeichen
ausgegeben werden. Deshalb wird der intern skalierte Zielfunktionswert bei der Riicktransformation mit
pro versehen:
forig = € + PTO K fint, x> 0.

Der Faktor pro gehort also zur Riicktransformation des internen Zielwertes, nicht zu den primalen und
dualen Zulassigkeitsbedingungen selbst. Die Priifgrofien

Ax<b, ATy>gc, b'y—c'x>0

werden immer in der jeweils zurticktransformierten Originalorientierung ausgewertet.
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Satz. Das hybride Intex-Merit-Verfahren bestimmt fiir jedes losbare LP der obigen Form eine primal-
duale Losung (x°, 1°), sofern die verwendete Rechengenauigkeit, die Relaxationsfolge und der ab-
schlieSende Crossover (CO) die aktive Struktur des Problems auflosen. Der Intex-Kern arbeitet durch
Inter-/Extrapolationen. Fiir eine Matrixdichte d € [0, 1] und eine geeignete bindre Genauigkeitsskala »(@p)
besitzt im unstrukturierten Fall die geometrische Intex-Phase die Ordnung

O(z (@p)? dmn) .

Wird die lineare Algebra durch Fast-Toeplitz-Dekomposition (FTD)/Fast-Shift-Recursive (FSR) strukturiert
ausgefiihrt, tritt an die Stelle von dmn der jeweilige strukturierte Operatoraufwand. Sei z := m + n.

Intex-Relaxation. Statt unmittelbar
Ax <D, ATy >, b'y—c'x=0
zu erzwingen, betrachtet das Intexverfahren mit r € [0, p] eine Familie relaxierter primal-dualer Polytope
P, := {(x,]/)T €'R,:b'y-c'x<r, Ax-b<r],, c-ATy< r1n}.
Der Anfangsradius wird so gewihlt, dass der Nullpunkt 0 sicher in P, enthalten ist. Eine mogliche Wahl
. p:=smin{by,..., by, —c1,...,—cu}l, s €]1,2],

gegebenenfalls nach vorheriger Skalierung und Verschiebung der Daten.

Das urspriingliche LP ist genau dann gelost, wenn ein Paar (x,y) € Py gefunden wird. Wegen star-
ker Dualitat ist dies dquivalent zu

Ax <D, x>0, Aly>c, y=0, b'y—c'x=0.
Damit 16sen dieselben Variablen zugleich
max{c'x : x € "RY), Ax < b}
und

min{b"y: y € "RY, ATy >c}.

Normierung und Skalierung. Vor der geometrischen Iteration werden Zielfunktion, rechte Seiten und
Restriktionsmatrix normiert. Ziel ist nicht eine Verdnderung des Problems, sondern eine balancierte
Représentation der drei Fehlerarten

Ax—Db, c—ATy, bTy—c'x.

Die Skalierung soll vermeiden, dass eine der drei Grofsen numerisch dominiert. Um zu garantieren, dass
die Zielfunktionskopplung im Gradientenabstieg der anschlieflenden Merit-Politur weder verschwindet
noch die Hinge-Fehler numerisch iiberdeckt, wird initial eine skalare Lineartransformation angewendet.
Konkret werden der Vektor ¢ sowie der konstante Offset e mit dem Faktor A = ||c||™! (fiir ¢ # 0) skaliert.

Unter dieser Transformation bleibt die primale Losung x invariant, wéhrend die duale Losung y
und die absoluten Zielfunktionswerte streng linear mit A skalieren. Am Ende des Gesamtverfahrens
erfolgt eine exakte Riicktransformation in den urspriinglichen physikalischen Raum. Nach der Rechnung
werden alle Variablen und Zielwerte in die urspriingliche Orientierung zuriicktransformiert. Insbesondere
wird bei pro = —1 der intern entstandene Zielwert mit dem korrekten Vorzeichen ausgegeben.

Geometrischer Intex-Schritt.  Innerhalb eines festen Polytops P, wird ein innerer Schwerpunkt approxi-
miert. Fiir jede Koordinate wird ein zulédssiges Intervall bestimmt. Fiir v € P, wird ndherungsweise

U} := min ¥ + max ¥, k=1,...,z

gebildet. So entsteht ein geometrischer Mittelpunkt v = (x, )7, der innerhalb der aktuellen Relaxation
bleibt und als stabiler Ausgangspunkt fiir die ndchste Radiusverkleinerung dient.

26



Aus den letzten Schwerpunktbewegungen wird anschlieiend extrapoliert. Dazu wird eine Richtung Av
gebildet und ein maximal zulédssiger Schritt entlang

v(w) = v + wAv, w >0,
bestimmt. Der neue Radius ergibt sich aus der kleinsten noch notwendigen Relaxation
Tnew = min{r > 0 : v(w) € P,}.
Gelingt rmeu = 0, so ist ein primal-dual optimales Paar erreicht. Bleibt e, > O stabil von null getrennt,

deutet dies auf Unltsbarkeit, fehlende Genauigkeit oder eine nicht aufgeldste aktive Struktur hin.

Intex als zuldssiger Startpunkt. Der wesentliche Vorteil der Intex-Phase besteht darin, dass sie nicht
blind im Aufienraum sucht. Sie arbeitet mit relaxierten zulédssigen Bereichen und liefert typischerweise
einen Punkt, der primal-dual bereits gut orientiert ist:

Ax—b <1, c-ATysrl, bTy—c'xsr.

Dieser Punkt ist noch nicht notwendig optimal, aber hdufig nahe an einer aktiven Fldche des optimalen
Polytops. Genau dort setzt die Merit-Politur an.

Primal-duale Merit-Politur
Residuen. Fiir x > 0 und y > 0 seien

P (x) := max(Ax — b,0) € "R",

#(y) := max(c — ATy, 0) € "R"
die primalen und dualen Verletzungen. Der signierte Dualitdtsspalt ist

e, y)=b"y—c'x.
Fiir ein maximierendes primales Problem ist nur
8+(x,y) = max(g(x, ), 0)
als positiver Spalt zuldssigkeitsrelevant. Im exakten Optimum gilt
P0=0  ry=0 gy =0
Die unskalierten Kontrollgrofien lauten
oo =P Olleo,  deo = Wlleo,  gabs =107y =T,
Die primalen und dualen Zielfunktionswerte sind
pr=c'x, d=b"y.

Der konstante Offset e wird erst bei der Ausgabe addiert.
Merit-Funktion. Die Merit-Funktion fasst primale Verletzung, duale Verletzung und Dualitdtsspalt
Zusammen:

D(x, y) = I @R + IR+ g (x, ), y>0.
In skalierten Variablen

und mit diagonalen Residualgewichten
D, = diag(d,), D, = diag(d,)
lautet die skalierte Form
D(%, ) = |ID, max(AS,& — b, 0)|2 + [|Dg max(c — ATS, 3, 0)|I3 + dz max(b' S, — ¢ S.¥,0)%.
Optional kann ein kleiner Regularisierungsterm
e (11113 + 171)

hinzugenommen werden.
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Gradient. Mit
wf =d W), w=d @), we=dig (1)

ergeben sich die Gradienten

1x;

1@

L
Der Term b;w, ist wesentlich: Der Gradient beziiglich y muss den Anteil von b"y im Dualitatsspalt
enthalten. Ohne diesen Beitrag wird die duale Seite falsch gesteuert.

n q .
=5y, (biwg - +]-=1Aijwj), i=1,...,m.

Zulassige Schrittfihrung. Ausgehend vom Intex-Punkt wird ein Abstiegsschritt berechnet. In der
einfachen projizierten Variante gilt

¥ =Tlg; (¥ —aVe®), 7 =Tgy (§ - aVy®).

In der zulédssigen hybriden Variante wird auf eine harte Orthantprojektion wihrend der Merit-Phase
verzichtet. Stattdessen wird ein Schritt verworfen oder verkiirzt, wenn er die zulédssige Relaxation oder
die Nichtnegativitit verlassen wiirde. Dadurch bleibt der Charakter der Intex-Relaxation erhalten.

Ein Schritt wird nur akzeptiert, wenn eine Armijo-artige Bedingung erfiillt ist:
D, i) < D, ) — crar (| = #B + 17— ¥13).

Andernfalls wird « reduziert.

Barzilai-Borwein-Schrittweite. Nach einem akzeptierten Schritt werden

- VD, i) - V(& )
k=1 ’ W= —
A VO, ) = Vy @, i)
gebildet. Fir n := skqu > 0 wird ay, = fjx s];rsk gesetzt und anschlieflend auf ein Intervall [@min, ¥max]

beschrénkt. Ist 17 < 0 wird die bisherige brauchbare Schrittweite beibehalten oder eine konservative
Startschrittweite verwendet.

Algebraischer CO

Zweck. Die Merit-Phase ist ein Verfahren erster Ordnung. Sie reduziert Residuen und Dualitétsspalt,
liefert aber nicht immer exakt die aktive Basis. Deshalb folgt bei Bedarf ein algebraischer CO. Er versucht
aus dem Naherungspunkt (x, y) eine exakt zuldssige primal-duale Losung zu rekonstruieren.

Aktive Kandidaten. Primal aktive Restriktionen haben solche Indizes i, fiir die aiTx ~ b; gilt. Aktive
Nichtnegativitiatsbedingungen haben solche Indizes j, fiir die x; ~ 0 gilt. Aus diesen Kandidaten werden
Gleichungssysteme der Grofse n gebildet. Ein primaler Kandidat wird akzeptiert, wenn das rekonstruierte
x erfiillt:

x>0, Ax < b.

Anschlielend wird ein dualer Kandidat y gesucht mit
y>0, ATy>c
Nur wenn zusatzlich [b"y — cTx| klein genug ist, wird das Paar als optimale Losung akzeptiert.
Zertifizierter CO.  Ein isoliert guter primaler Kandidat reicht nicht aus. Ebenso reicht ein isoliert guter
dualer Kandidat nicht aus. Ubernommen wird nur ein primal-duales Paar, das gleichzeitig
P =0, de =0, Qabs =0

bis zur geforderten Toleranz erfiillt. Dadurch wird vermieden, dass ein nur formal zuldssiger dualer
Kandidat mit falschem Zielwert die Losung ersetzt.
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Gestufter CO. Der gestufte CO begrenzt die kombinatorischen Kosten mafsgeblich.

In Stufe 1 ergeben sich die wahrscheinlich aktiven Restriktionen aus kleinen Slacks b; — a]x und
Variablen x;. Diese Stufe ist schnell, kann aber bei schlecht getrennten aktiven Mengen scheitern.

In Stufe 2 wird der Kandidatensatz erweitert. Zusitzliche Restriktionen mit mittleren Slacks wer-
den zugelassen. Dadurch steigt die Erfolgswahrscheinlichkeit, aber auch die Zahl der getesteten Basen.

In Stufe 3 wird ein vollstindiger oder nahezu vollstindiger Fallback zugelassen. Diese Stufe ist teuer,
aber robust. Sie wird nur verwendet, wenn vorherige Stufen keine zertifizierte primal-duale Losung liefern.

Der CO kann aufierdem vollstiandig abgeschaltet werden. Dann gibt das Verfahren den besten bis
dahin gefundenen Intex-Merit-Punkt aus, ohne algebraische Basisrekonstruktion. Flankiert wird diese
algorithmische Begrenzung durch eine strikt speichereffiziente Implementierung auf Softwareebene. Die
innere Schleife der kombinatorischen Kandidatensuche arbeitet vollstandig allokationsfrei.

Samtliche Vektoren und Index-Arrays werden vorab praallokiert und pro Iteration lediglich tiberschrieben.
Dadurch wird kein dynamischer Speicherdruck erzeugt und die Garbage Collection der Laufzeitumgebung
wird in der kritischen Phase nicht ausgeldst. Durch diese mechanische Effizienz verliert die theoreti-
sche Worst-Case-Komplexitidt der Basissuche in der Praxis ihren Schrecken, da das Durchlaufen der
Permutationen lediglich minimale CPU-Zyklen beansprucht.

Timeout. Wird ein Zeitlimit erreicht, bricht das Verfahren kontrolliert ab und liefert den besten bis dahin
bekannten Zustand:

Xbests Ybest, Poo, doo/ Sabs, P*, a.

Ist bis dahin keine zertifizierte Losung gefunden worden, wird dies ausdriicklich angezeigt. Ein Timeout
ist daher kein mathematischer Fehlschluss, sondern ein unvollstindiger Rechenstand.

Verhalten bei nicht I6sbaren LPs

Fiir ein primal unzuldssiges LP existiert kein x > 0 mit Ax < b: Weder Intex kann den Radius bis r = 0
senken, noch Merit p., = 0 erzwingen. Typischerweise bleibt p,, > 0 oder die Radiusreduktion stagniert.

Ist das duale LP unzuléssig, dann existiert kein y > 0 mit ATy > c. Dann bleibt gewohnlich d., > 0. Primal
entspricht dies hédufig einem unbeschrédnkten primalen Problem.

Ist das Problem zwar formal losbar, aber numerisch schlecht skaliert oder degeneriert, konnen In-
tex und Merit stagnieren, obwohl eine Losung existiert. Dann entscheidet der CO, ob die aktive Struktur
trotzdem algebraisch rekonstruiert werden kann. Gelingt dies nicht, liefert das Verfahren keinen falschen
Optimalitdtsnachweis, sondern einen nichtzertifizierten Naherungspunkt.
Damit unterscheidet das Verfahren praktisch vier Falle:

Poo = doo = Gabs =0 zertifiziert gelost,

Poo >0 primale Zuléssigkeit nicht erreicht,

deo >0 duale Zuldssigkeit nicht erreicht,

Poo, oo 0, gabs > 0 zuldssig, aber Optimalitdt nicht erreicht.

Ein vollstandiges Unlosbarkeitszertifikat im Sinne eines Farkas-Zeugen ist damit noch nicht automatisch
enthalten. Es kann jedoch als zusétzliche Diagnosestufe erganzt werden.

Strukturierte lineare Algebra durch FTD und FSR

Motivation. Intex, Merit und CO benétigen wiederholt Operationen der Form

Ax, Aly, by, c'x.
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Fiir eine allgemeine diinn besetzte Matrix kostet dies O(nnz(A)). Fiir eine dichte unstrukturierte Matrix
ergibt sich O(mn). Besitzt A Struktur, gilt dies nicht zwingend. Bei Toeplitz-, Hankel-, blockzirkulanten
oder faltungsartigen Matrizen lassen sich die Operatorauswertungen durch FTD und FSR ersetzen.

FTD. Die FTD nutzt, dass viele strukturierte Matrizen entlang ihrer Diagonalen nur langsam variieren
oder durch Faltungsoperatoren beschrieben werden konnen. Eine Matrix A € YR™" wird dann nicht als
beliebige Ansammlung von mn Eintrdgen behandelt, sondern durch wenige Generatoren beschrieben.
Formal wird eine Darstellung der Art A = T1T, gesucht, wobei T; und T, Toeplitz-, Hankel- oder
verwandte Faltungsoperatoren sind.

Die Eintrdge dieser Operatoren werden aus lokalen Mittelwerten, diagonalen Summen und rekur-
siven Ausgleichsschritten gewonnen. Statt der vollen Matrix werden nur Generator-, Diagonal- oder
Faltungsdaten gespeichert. Matrix-Vektor-Produkte, transponierte Produkte und ausgewéhlte Projektio-
nen konnen dadurch strukturiert ausgefiihrt werden.

Ist die effektive Strukturbreite £ und p = ¢n, so ergibt sich fiir strukturierte Operationen typischer-
weise ein Aufwand der Form O(p?) anstelle dichter unstrukturierter Kosten.

FSR. Die FSR ergédnzt die FTD arithmetisch. Wahrend die FID eine strukturierte Darstellung des
Operators liefert, organisiert FSR die tatsdchliche Rechnung rekursiv und wortlangenschonend. Eine
Matrix oder ein Operator wird dazu in hoch- und niedriggewichtige Anteile zerlegt:

A= (Api < 8) + A,
wobei < s eine Verschiebung um s Stellen bezeichnet. Produkte, Schur-Komplemente, inverse Teilsysteme

und Rekonstruktionen werden rekursiv aus kleineren Anteilen aufgebaut.

Der Vorteil besteht darin, dass Zwischenwerte kontrolliert bleiben und BigInt- beziehungsweise BigFloat-
Arithmetik nicht unnétig anwichst. Die Rekursion ist aufSerdem gut parallelisierbar. Damit eignet sich
FSR besonders fiir hohe Prazision, exakte Ganzzahlarithmetik und grofle strukturierte lineare Systeme.

Zusammenspiel. Die FTD liefert die strukturierte Zerlegung A ~ T1T,, wihrend die FSR die daraus
entstehenden Produkte, Inversionen, Schur-Komplement-Schritte und Riicktransformationen rekursiv
ausfiihrt. Hier ersetzt die Kombination die allgemeine Operatorauswertung O(dmn) durch O(p?).

Einbindung in Intex—Merit. Die FTD/FSR-Struktur greift an drei Stellen.

Erstens beschleunigt sie die Intex-Phase, weil dort wiederholt Schranken, Schnitte und Schwerpunktbe-
wegungen durch Operationen mit A und AT berechnet werden.

Zweitens beschleunigt sie die Merit-Politur, weil Funktionswert und Gradient nur aus
Ax—b, c—Ay, by —c'x
bestehen.
Drittens kann sie den CO beschleunigen. Das Losen eines dichten aktiven Systems der Grofse #n ohne

Struktur kostet O(n?). Besitzt das aktive Teilsystem jedoch dieselbe Toeplitz-, Hankel- oder Faltungsstruk-
tur, reduzieren FTD/FSR diesen Schritt auf O(p?) pro strukturiertem Teilsystem.

Damit bilden Intex, Merit, CO, FTD und FSR keine getrennten Bausteine, sondern eine zusammenhén-
gende Architektur: Intex = geometrische Reduktion, ~Merit = numerische Politur, CO = algebraische
Zertifizierung FTD/FSR = strukturierte lineare Algebra.

Komplexitat

Bezeichne M, den Aufwand einer vollstindigen Operatorauswertung mit A und A'. Dann gilt

O(nnz(A)), fiir diinn besetzte Matrizen,
My ={0(mn), fiir dichte unstrukturierte Matrizen,
ow?), fiir FTD/FSR-strukturierte Matrizen.
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Die Intex-Phase besitzt damit die Ordnung 0(2(07;))2 MA) . Die Merit-Politur benotigt bei K akzeptierten
Iterationen und B Backtracking-Auswertungen zusatzlich O((K + B)M3). Fiir den CO gilt ohne Struktur
C = O(Tn?), wenn T aktive Basiskandidaten tatsdchlich getestet werden. Da T < (%)) fur Q Kandidaten-
gleichungen gelten kann, ist der ungeziigelte CO potenziell kombinatorisch. Das Stufenmodell reduziert
Q zunéchst stark und aktiviert grofsere Kandidatenmengen nur bei Bedarf.

Mit strukturierter linearer Algebra ergibt sich stattdessen niherungsweise C = O(Tp?). Insgesamt
lautet die Ordnung des hybriden Verfahrens

O(2(a@p)*Ma + (K + )My +C).

Der Speicherbedarf neben der Matrix- oder Generatorreprasentation ist mit O(m + n) im Intex-Merit-Kern
linear: Bei dichter Matrixspeicherung ergibt sich insgesamt O(mn + m + n) = O(mn). Bei strukturierter
Speicherung hangt der Speicherbedarf von der Generatorbreite ab und liegt ndher bei O(p + m + n).

Hardware- vs. Software-Arithmetik. Neben der algorithmischen Komplexitat wird die praktische Laufzeit
mafSgeblich durch die Maschinenebene diktiert. Der Solver zieht einen substanziellen Geschwindigkeits-
vorteil aus der Vermeidung von software-emulierter Hochpréazisionsarithmetik (wie Multiprézisions-
Datentypen), wo diese nicht zwingend erforderlich ist.

Da das System durch die Vorkonditionierung exzellent balanciert wird, reicht fiir die allermeisten
praktischen Probleme hardware-native 64-Bit-Fliefkomma-Arithmetik aus. Dieser konsequente Verzicht
auf emulierten Overhead ermoglicht es, Matrix-Vektor-Multiplikationen vektoriell und direkt in der
Hardware auszufiihren, was die effektive Losungszeit um ein Vielfaches reduziert.

Folgerungen und Anwendungen

Zweite Lésung auf derselben Zielflache. Ist x° eine optimale Losung, so kann das LP
max {le — Xl icTx=c"x", Ax<b, x—x"€[-1,1]", x € "IR’;O}

eine zweite optimale Losung bestimmen, sofern die optimale Fliche mehr als einen Punkt enthilt. Der
duale Vektor 1° kann analog behandelt werden.

Lineare Gleichungssysteme. Ein lineares Gleichungssystem Ax = b lasst sich tiber die Merit-Funktion
a(x) =||Ax — bll% behandeln. Im regulédren Fall fiihrt dies auf die Losung des Systems, im singuldren oder
inkonsistenten Fall nur im Kleinste-Quadrate-Sinn. Der Gradient ist VO(x) = AT(Ax — b). Zusitzliche
Nebenbedingungen wie x; > 0 lassen sich durch Projektion oder durch LP-Formulierung ergianzen.

Regularitdt. Die Matrix A ist genau dann regulédr, wenn das homogene System Ax = 0 nur die Nullosung
besitzt. Dies kann ein LP der Form

max{|lx|l; : Ax =0, x € [-1,1]"}

testen. Ist der optimale Wert null, so ist der Kern trivial.

Inverse Spalten. Fiir reguldres A € YIR™" kann jede Spalte aj von A~ durch Aa;j = ¢; bestimmt werden,
wobei e; der j-te Einheitsvektor ist. Ohne Struktur ist dies ein klassisches lineares Gleichungssystem; mit
FTD/FSR kann die Struktur von A in der Losung ausgenutzt werden.

Eigenwertprobleme. Eigenwertgleichungen Ax = Ax lassen sich in Nebenbedingungen eines erweiterten
Optimierungsproblems tiberfiithren. Praktisch interessiert dies dann, wenn sich zusitzliche Neben-
bedingungen, Normierungen oder Strukturbedingungen an x und A stellen. Fiir allgemeine dichte
Matrizen bleiben klassische Spektralverfahren meist geeigneter; bei strukturierter oder nebenbedingter
Formulierung kann die Merit-LP-Sicht jedoch vorteilhaft sein.
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Polynom- und Padé-Approximation. Auch Ausgleichsprobleme der Form
y=r+Xc, X'r=0

lassen sich als lineare oder quadratische Merit-Probleme formulieren. Zusé&tzliche Nebenbedingungen
an die Koeffizienten c konnen direkt eingebaut werden. Fiir Padé-Approximationen kann die diskrete
Fouriertransformation strukturierte Faltungsanteile liefern, die FTD/FSR anschliefiend verarbeiten.

Konvexe Programme. Fiir konvexe Programme min{fi(x):x €'R", (f2(x),..., fu(x))T <0} kann
dieselbe Idee auf nichtlineare Residuen iibertragen werden. Dann werden die linearen Terme Ax — b
durch die Verletzungen fr(x) ersetzt. Die Grundstruktur bleibt:

Zulassigkeit + Dualitdt oder Optimalitdtsbedingung —  Merit-Funktion.

Eine polynomielle Laufzeitaussage hdngt hier jedoch zusitzlich von der Auswertbarkeit, Glattheit,
Kondition und Struktur der Funktionen f; ab.

Bewertung

Das Intexverfahren arbeitet geometrisch. Es erzeugt aus relaxierten Polytopen innere Punkte und redu-
ziert den Radius der Relaxation. Das Meritverfahren arbeitet analytisch. Es minimiert eine primal-duale
Residualfunktion und verbessert dadurch Zuldssigkeit und Dualitdtsspalt. Der CO arbeitet algebraisch.
Er rekonstruiert aus einem guten Ndherungspunkt eine zertifizierte aktive Basis. Die FTD- und FSR-
Verfahren arbeiten dagegen strukturell und arithmetisch. Sie ersetzen allgemeine Matrixoperationen
durch strukturierte Generator-, Faltungs- und Rekursionsrechnungen.

Damit verbindet das hybride Verfahren drei unterschiedliche Prinzipien und arbeitet im allgemei-
nen Fall wie ein geometrisch gestiitztes primal-duales Verfahren erster Ordnung, das bei strukturierter
linearer Algebra deutlich schneller werden kann. Seine Stérke liegt nicht darin, klassische Simplex- oder
Innere-Punkte-Verfahren in jedem kleinen Problem zu schlagen. Seine Stirke liegt in der Kombination
aus zuldssiger geometrischer Anndherung, robuster Residualpolitur, algebraischer Zertifizierung und
ausnutzbarer Struktur.
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8 Wissenschaftliches Rechnen
Das Folgende setzt Mengenlehre und Nichtstandardanalysis voraus.

Definition: Sei ¢ € [#,1 — 7]. Seien nach der Trapezregel "1,caf(2)lz := F.ca2(f(z) + f(2))(Z - z) und
nach der Mittelpunktregel M1,.4 f(z)|z := +.caf(3(z +2))E - 2). Fiir j,k € N, f € C. und die Fourier-
koeffizienten c; := 71", f(t)é" |t heiflt die Reihe +,(::_wcke’—“ Fourierreihe mit evtl. anderen Periodenlingen
als 7t (s. [30], S. 358 - 364). Seien f;(z) = f(n,,z) die Schwestern zur TR f(z) € O(D) um 0 auf dem

Gebiet D € “C mit m,n € “IN* und 7 := _2 " sowie 6.f = f — f die halben Schwesterabstinde von f.
Seiens € “Z*, ul = z7°m!/(m — s)! und s := 0. Auf Ebene der TRn bilden p und 1 den p-n-Kalkiil.A

Bemerkung: Letzterer erlaubt Integrale und Ableitungen einfach und endlich geschlossen darzustellen

(vgl. [22], S. 165 £.). So gilt fiir die TRn f(x), g(x) € “R bspw. 2f(x)T5 14 8(@)lvly = f(xu2)g(xp—2).

Beispiel: Aus Re ¢ € [#,1+ #[,c € “C und ¢ := 2/,j € “N* folgt C(n +0) = 2]"n+ _10:0:.(27uF) fiir
z€ 7€ c D (vgl. [23],S. 42) und v.(z) := F_ Cm + ©)2" = 2+ _ iz —m.

Beispiel: Eine Richardson-Extrapolation bestimmt die Digammafunktion iy und
L) = et (e 1) — y(eu) + O
fitr n = 2 und ¢ = 2% als ((3) = 2241, (W(ek) — P(euk)) + O(10719).
Darstellungssatz fiir Integrale: Die TR (s. u.) f(z) € O(ID) um 0 fiir D € “C ergibt mit 1, n € “IN*
518 fCLG . LGy = flzp—n).0

Darstellungssatz fiir Ableitungen: Mit 'C ¢ ID C “C ergeben die n-ten Einheitswurzeln, die TR

f@) = (0) + Fpyml "£(0)2",
¢:=27,j€“Z,n =€ € “IN',u := €"% und der Konvergenzradius r € "R von f

"F(0) = 2"t 6, f(Qub).O

Universeller Mehrschrittsatz: Mit n € "INgy, k, m,p € VIN", X €]0,1[,x € [a,b] C“R,y : [a,b] » “RY, f :
[a,b] X “R”" — “RRY, gx(X) := g¢(x) und go(a) = f(@, yo, ..., ya) ergibt die TR des Anfangswertproblems
n-ter Ordnung 'y(x) = f(x, y((—)°x), ..., y((—)"x))

Y@y = y(@)y + 1EEL (gp1@ Foml(D) + O(UFY).0

Auf- und Ableitungssatz fiir eine Kronreihe (KR): Mitm € “Z, g = &z —a),a € D und j, k € N, ergeben
modulare Arithmetik (vgl. [16], S. 302 - 311) und die n-ten Einheitswurzeln zur analogen TR:

" fa(2) = i) T Oxeq" 1 (j — m))@)(f(eu’ + a)) + R} (2).0
Umkehrsatz fiir KRn: Fiir y € f(ID), y(a) = b und 'y(a) # 0 ergibt der Satz von Biirmann ([32], S. 129 ff.):
' @) = at b, e (y = 0" @) (feu + )™ + R, (y).0

Bemerkung: Ein hinreichend kleines i|a — z| liefert fiir ¥ = 0 eine Nullstelle zy € “C von f(z) € “C.
Der vorige Satz ermoglicht implizite Differentialgleichungen fiir KRn einfach in explizite umzuwandeln.

Ableitungssatz fiir Fourierreihen: Mit f € C"*? (vgl. [30], S. 358 ff.), m € “IN, j € [-#,n] N Z,t € [-7, 7]
und k € N, ergibt sich mit der Moglichkeit zur gliedweisen Integration folgendes KRn-Analogon:

" folt) = AT G ™)@ f ik — ) + O().0
Folgerung: Die Stiitzstellen kr := firtk des glatten f(kr) liefern mit j wie k interpolierend in O(on):

" fat) 1= AT (O™ @) (f(kr)).0
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Bemerkung: Die Identitit anstatt 6;, liefert beliebig genaue Naherungen fiir die " f. Der Fehler fiir analog
definierte m-dimensionale KRn mit je (") Ableitungen ist vergleichbar.

Satz (KRn-Fixpunktverfahren): Jedes z € “C eines beliebigen m-Polynoms p(z) = 0 mit m € [2,n] N IN fiir
n:=2",r € YIN* und Koeffizienten aus "C lisst sich (als Anschub) ebenfalls in O(on) bestimmen.

Beweis und Algorithmus: Sei U = (/%) mit jk € N.,, u := €"%,q := £ und s; := p(2u¥). Eine einfa-

che Transformation erreicht |g| < 2 fiir alle Nullstellen C von p(z) und p(0) = 1. Fiir p(z) = fi(g/)TUs =

fip"s = 0 ergibt sich die vereinfachte Iteration p* = Uy " ul((6 i) U~ — (U + Bs™ 1, Bs™ g, .., BT 1) 7).

Hierbei sei 6 das Kronecker-Delta, der Startpunkt g := 2 und g € "C", sodass jeweils ||u* — pl| sich

ungefahr halbiert und u's = 0 gilt. Fiir m > 2 bildet Polynomdivision den Schluss.O

Approximationssatz: Fiir x € “IR und m,n € "IN erlauben die °f(x) € “R wie oben die Interpolante
80 = F L1, 0t (@ = Dpr@) + (= x)pr()/ 055 = 1) + L) ()p ()

mit p,(x) := +’:=05 f(x,)(x — x,)°/s! in O(omn) zu berechnen, wobei ®f(x,) = *g(x,) fiir alle x, € “R gilt. Im
Komplexen ist “IR durch “C zu ersetzen und es gelte x = y(t) € “C fiir den Weg y(f) mit t € “IR.0

Differentialgleichungssatz: Sei d(z) € “C"*? Vektor von KRn mit n € “IN. Die Lésung yo des Systems
y = (C(’)’ "y, 1) d(z) € “Cmit/ohne (Cg ’”y(a))T € “C"und g, z € “C lisst sich ebenso in O(n®) bestimmen.O
Bemerkung: Werden Funktionswerte von Kronpunkten eu™ + a um den Kronmittelpunkt a ausgewertet,
wobei ¢ = 2 und n = 64 gut gewihlt sind, und abbrechende KRn (evtl. auch Laurent- und Fourierreihen)
genutzt, lassen sich sowohl eine Polynomdivision ausfiihren als auch (zumindest abschnittsweise)

analytische, nichtlineare bzw. partielle (Integro-)Differentialgleichungssysteme losen.

Beispiel: Mit b = (f(eu® + a), ..., f(eu” + a),1)T € “C" und einer oberen Dreiecksmatrix T(z) € “C"™"
haben gewohnliche Differentialgleichungen (z. B. in [31]) nur Lésungen, wenn T(z)b = 0 gilt.

Reihensatz fiir Integrale: Fiir ¢ € [0,4], f € "C" und n,p, 7 (= 2F), t (= 2°),0 € V2IN* zeigen KRn
15 f@)lw = 1L fx + $fa) e = Tog)ly = i ool " (79) 7 + O (il "g(ac)™) .0
Bemerkungen: KRn-Aquivalente kénnen die "¢ mit ¢(y) := af(ay) und a > 0 ersetzen. Die Transformation
z := €** macht hier unendliche Integralgrenzen endlich. Ein endliches Integral verringert den Betrag des
Restglieds hinreichend. Die Mittelpunktregel ist hier vorteilhafter als die Trapezregel.
Beispiel: Mit £g(8) := 71(1 — 2sin?(79))* ist das vollstandige elliptische Integral I. und II. Art
T0=8(8)L8 = =g(1) + 24 2(1) + 1920 4 (1) + O (9! &g(1)) .
Zweite Euler-Maclaurin-Formel: Fiir f(§) = ¢(7§) und k = 4 = 7 liefert der vorangehende Satz in O(on)
Fi1 £@) = T fC) L + 0 Ha (T £R) =" (D) + O (Ha () - 7 £(D)).
Beweis: Fuir h(x) = x/sin x und H,, := 1"1;1;? "h(0) = Fn?!Bm(Z —2™) — 27-" folgt die Behauptung aus
+5a18() = 1138y — iy iyl "g(7) + O ( "g(@c)?")

durch Einsetzen und Zusammenfassen der in Abhéngigkeit von Partitionen gezahlten Fakultdten mit
den Bernoulli-Zahlen B,, (vgl. Nichtstandardanalysis) und B, = 0, By = 1 sowie By = =2.0

Erste Euler-Maclaurin-Formel: Vollstindige Induktion nach n zeigt ebenso (vgl. [20], S. 193 £.)
F 50 f@) =T £ () Lx + f(7) + £0) + FymilB (" £(7) = " £(0) + O (1B, (" £(7) - "£(0))) .0

Bemerkung: Ersetze die Ableitungen der Euler-Maclaurin-Formeln auch durch ihre KRn-Aquivalente.
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Algorithmische Neufundierung: Abspaltung von Linearfaktoren statt blinder Auswertung

Standardmaiflige Approximationsalgorithmen operieren oft strukturblind. Sie werten die Zielfunktion
an diskreten Stiitzstellen aus oder berechnen lokale Ableitungen, ohne deren globale Topologie zu
hinterfragen. Trifft ein klassischer Algorithmus auf eine Polstelle, interpretiert er diese numerisch schlicht
als extrem steilen Anstieg. Das Resultat ist ein prozessualer Zusammenbruch: Lineare Gleichungssysteme
werden singuldr, Rundungsfehler eskalieren unkontrolliert zu NaN-Werten (Not a Number), und das
resultierende Polynom verliert seine mathematische Aussagekraft.

Der hier verfolgte Ansatz verldsst diesen rein reaktiven Pfad und implementiert eine vorgezogene
strukturelle Abspaltung (in Linearfaktoren). Der Berechnungsprozess gliedert sich dabei in drei strikt
getrennte Phasen:

1. Struktur-Scan: Vor jeglicher Reihenentwicklung sucht ein vorgeschalteter Algorithmus aktiv nach
echten Singularititen und Nullstellen. Durch die rigorose Auswertung des Betrags komplexer
Zahlen werden dabei auch Singularititen auf der imagindren Achse fehlerfrei identifiziert.

2. Analytische Abspaltung von Linearfaktoren: Die erkannten algebraischen Strukturen werden
direkt aus der Ursprungsfunktion extrahiert. Polstellen werden herausmultipliziert, Nullstellen
dividiert. Ubrig bleibt eine mathematisch geglittete, analytische Restfunktion, die eine numerische
Eskalation vermeidet.

3. Approximation und Rekonstruktion: Erst auf diese stabile Restfunktion werden die eigentlichen
Approximationswerkzeuge angewendet. Da das Verhalten der Restfunktion meist gutartig ist, genti-
gen fiir die Ndherung deutlich geringere Polynomgrade. Im abschlieSenden Rekonstruktionsschritt
werden die zuvor isolierten algebraischen Pol- und Nullstellen exakt und verlustfrei in das Zahler-
beziehungsweise Nennerpolynom des finalen Modells wieder integriert.

Der blinde Fleck der reellen Achse: Komplexe Nah-Singularitaten

Ein eindimensionaler Scan entlang der reellen Achse ist hochgradig effizient, besitzt jedoch einen funda-

mentalen blinden Fleck: komplexe Nah-Singularititen. Es werde die rationale Funktion f(z) = zre

Z24+52 fir
sehr kleine, reelle Werte von € und 6 betrachtet.

Auf der reellen Achse ist diese Funktion stetig, glatt, strikt positiv und vollstandig regulér. Ein rein reeller
Struktursuchalgorithmus findet keine Anomalien. Dennoch verbergen sich in unmittelbarer Nahe zur
reellen Achse rein komplexe Nullstellen bei +ie und Polstellen bei +i6.

Diese verborgenen Pole fungieren als analytische Barrieren. Sie begrenzen den Konvergenzradius
klassischer Potenzreihen auf R = 9, was jede globale Approximation jenseits dieses engen Intervalls zum
Scheitern verurteilt. Um die Abspaltung von Linearfaktoren wahrhaft robust zu machen, darf die struktu-
relle Analyse daher nicht auf die mathematische Ideallinie der reellen Achse beschréankt bleiben. Sie muss
zwingend zu einem zweidimensionalen Toleranzschlauch (Strip) ausgeweitet werden, um auch jene kom-
plexen Singularitaten zu erfassen, deren Einflussgebiet bis tief in den reellen Definitionsbereich hineinragt.

Der Paradigmenwechsel — die methodische Trennung von definierender algebraischer Struktur und
analytischem Rest — schiitzt das System auf fundamentaler Ebene vor numerischer Uberanpassung
(Overfitting). Die Berechnung vermeidet Singularitdten durch fehleranféllige Oszillationen zu simulieren;
stattdessen passt sich das Modell von Grund auf an die wahre, innere Struktur der Funktion an.

ODE-Beispiel: Kronreihe und Faltung vs. Runge—Kutta
Als bewusst schlichtes, aber nichtlineares Referenzproblem diene
e =y’ 0 =1

Die exakte Losung ist
y(x) = %-,

mit einer Polstelle bei x = 1. Damit ist der Konvergenzradius der TR um xj gleich R(xp) = %p-.
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Kronreihe als Taylorentwicklung
Fiir einen Schritt von x nach xq + h wird die lokale Reihenentwicklung
Y(xo +s) = +Z=0am s" 4+ O@s")
verwendet (hier ist s = x — x¢). Dann gilt
Yy(xo +5) = +Z:On‘1 ans™ + O@s™).
Fiir das Quadrat entsteht das Cauchy-Produkt (Faltung)
y(xo +5) = (+rnnzoam5m) (+rr;:0“m5m) = +fr;:ocmsm

mit .
Cy = +]-=0ajam_]-.
Koeffizientenvergleich in 'y = 2 liefert fiir m = 0, ..., 7 die Rekursion
m

M Ay = Cy = +]«:0aj Am—j, ap = y(xo).

Damit sind die a,, vollstandig durch Faltungen bestimmt und enthalten keine Binomialkoeffizienten.

Faltung per Fast-Fourier-Transformation (FFT) (Kernidee)

Fiir die diskrete Faltung werden Vektoren eingesetzt. Sei A = (ay, .. ., a,). Fiir eine schnelle Faltung werden
Nullpolsterung auf Lange 1 > #i (typisch m = 2121y und die DFT (s. [26], S. 155 - 161) verwendet:

A= +T=0Af wk, u := exp(fur), k=0,...,m.
Dann gilt fiir die Faltungskoeffizienten C = A + A komponentenweise
Ce=A2,  C=mt Gt

Die FFT setzt diese Transformationen in O(m »m) um. Wichtig: Genau hier erweist sich die KR als
praktisch, da sich Ableitungen und Produkte vektoriell — und damit FFT-tauglich — behandeln lassen.

Auswertung des Schritts

Ist A = (ay, . ..,a,) bestimmt, folgt der Schrittwert aus der Polynomauswertung
y(xo +h) = +Z:0ak ik,

z.B. per Horner-Schema (nur Multiplikationen/Additionen).

Konkrete Rechnung firxo =0, 7 =0,1, n = 16

Hier ist die exakte Losung y(x) = %-, also

a=1 (k=0),
denn — ,
S" = +Z=OSk.
Damit ergibt sich die n-te Partialsumme
a6 ¢ 1-(01Y
y(0,1) ~ +,20(0,1) = T—oi
Der exakte Wert ist 1
H=—=11
y(0,1) 09 =
und der Restterm betrégt
1 17
y(0,1) — +,5,0,1) = % ~1,111111111111111111 - 1077
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Gegenuberstellung: klassisches Runge—Kutta 4. Ordnung
Fiir 'y = y? lautet ein RK4-Schritt (s. [26], S. 358) mit yo = y(xo), Schrittweite h:

U = yﬁ,

uy = (yo+ hﬁl)z ,

us = (yo+ hﬁz)2 ,

ug = (yo+hus)’,

Y1 = Yo+ 6h(uy+ 1+ 03+ ).

Mit xg =0, yo = 1, h = 0,1 ergibt sich numerisch
yrka(0,1) ~ 1,1111104900521944,

und damit
|y(0,1) - yra(0,1)] ~ 6,21 - 1077

Fairer Vergleich (Prinzip)

e Genauigkeitsziel: Fiir hohe Genauigkeiten (z.B. 107'%, 1073*) muss RK4 die Schrittweite stark
verkleinern oder die Ordnung erhéhen; andernfalls dominiert der lokale Restterm.

o Kron/Faltung: Ein Schritt ldsst sich (bei analytischer Losung) deutlich grofier wéhlen, solange
h < R(xo) bleibt, wobei primir n (Reihentiefe) und Rechenprizision die Genauigkeit kontrollieren.

o Laufzeit: RK4 kostet pro Schritt wenige Funktionsauswertungen. Kron/Faltung erfordert pro Schritt
viele Koeffizienten (Produkte/Faltungen) plus eine Polynomauswertung zu bestimmen. Ersetzt
ein Kron-Schritt viele RK-Schritte und werden die Faltungen FFT-basiert organisiert, entsteht ein
Vorteil — insbesondere bei grofien 7. Ferner wird eine komplette Funktion dargestellt.

Bemerkung zur ,Weiterdifferenzierbarkeit"

Bei analytischen rechten Seiten fiihrt die Reihenmethode systematisch zu hohen Ableitungsordnungen,
weil

“y(xo) = Kl ax
und a; durch Faltungen/Kompositionen erzeugt werden. Das ist konzeptionell ndher an , Differenzieren
durch Rechnen”(Vektorrechnung/FFT) als an Quadratur mit festem Knotenschema.
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9 Theoretische Informatik

Das Folgende setzt die Mengenlehre voraus und beantwortet fiir k, m,n € VIN* die Fragen: Wie lassen
sich n = €’ < k™ im Stellenwertsystem zur Basis k kodierte Werte in O(1) sortieren? Wie schnell sortiert
deterministische Parallelisierung praxisndher Arbitrary-Precision-Zahlen? Wie lassen sich zwei Matrizen
€ "R™" in O(o) multiplizieren? Wie lasst sich das Minimal- bzw. Maximalgertiist eines Graphen mit n
Knoten in O(c) berechnen? Was ist die Antwort auf das Halteproblem? Warum gilt P = NP?

Sei der Speicher teilweise in Form eines Binomial-Baumes der Ordnung k mit k™ Speicherplitzen
organisiert, wobei k™ = 2" mit h € "IN gelte. Jeder Speicherplatz sei in der Lage einen zu sortierenden
Wert komplett aufzunehmen und jeder Kante entspreche eine Datenleitung. Ein fortlaufend mehrfachen
Werten angehéngter Index bildet zusammen mit dem alten Wert den neuen. Jeder j-te Zwischenknoten
korrespondiert hierarchisch mit der j-ten Stelle zur Basis k des zu sortierenden Wertes.

Speichern die Blatter statt der Werte deren Adressen (in einem Schritt), erlaubt ein weiterer sie sortiert in
die Wurzel zuriickzuholen und sie maximal so weit in den Baum zurtickzuschieben, bis sie sich trennen.
Geht ein Wert durch einen Zwischenknoten, setzt dieser sein Bit auf 1, aber auf 0, falls der Zwischenknoten
keinen auszulesenden Nachfolger hat. Die Sortierreihenfolge bestimmt den ersten Wert.

Die nachfolgende Architektur mit autonomen Speichereinheiten verfiigt iiber einfache rechnerische Mog-
lichkeiten. Zusammengeschaltete verteilte Rechner vermdgen sie zu simulieren. Die Komplexitét erhtht
sich durch Einsortieren eines zusatzlichen Wertes um O(o), da dies einer bindren Suche entspricht. Sie ist
antiproportional zur Anzahl der Baumknoten im Speicher. Das Verwenden von d € VIN* Datenleitungen
verringert sie um den Faktor d, die Belegung des g-fachen eines Speicherplatzes, erhoht sie um den Faktor g.

Enthélt der Speicher keinen Binomial-Baum der Ordnung k, erhoht sie sich um den Faktor ;71, weil jeder
Zwischenknoten zu einem Wert zu lesen ist. Ein anderweitiges Nutzen der ersten k” Speicherplédtze mit
p € VN erfordert ein Durchsuchen aller Zwischenknoten der p-ten Stufe. Die Komplexitit erhoht sich bei
gut gefiilltem Speicher marginal, andernfalls um den Worst-Case-Faktor O(k?).

Die zu multiplizierenden Matrizen sind so quadratweise je n-fach in einem Speicherwiirfel abzule-
gen, dass jede Speichereinheit zwei Werte multipliziert und jeder Eintrag der Produktmatrix als Summe
mit n Summanden in O(o) bestimmt wird (Vektorrechner). Matrixmultiplikation ldsst sich auch tiber adres-
sierte schwirmende Eintrdge realisieren. Tensorprodukte lassen sich effizient durch n-Speicherwtirfel
abbilden, die durch entsprechende Datenleitungen im dreidimensionalen Raum verbleiben.

Der optimale Sortieralgorithmus Bitsort sortiert stabil mit der Zeitkomplexitit O(n) und benotigt O(n)
zusitzlichen Speicherplatz. Voraussetzungen: Je zwei Werte liegen als Bitfolge vor, lassen sich in O(1)
vergleichen und ebenso deren samtliche Bits abarbeiten. Ferner sei der Speicher teilweise als Bindrbaum
realisiert und der Weg von Wurzel bis Blatt kann ebenfalls in O(1) durchlaufen werden.

Ist p € VIN" die Anzahl der parallelen Schritte fiir paralleles Bitsort, so ist die Zeitkomplexitit O(pn). Jedes
Einfligen in den stets sortierten Baum bzw. Ausgeben eines Wertes hat die Zeitkomplexitat O(1). Der
Speicher sei mit folgender Intelligenz versehen: Jeder Baumknoten speichert den ihn erreichenden Wert
selbstindig und kann ihn an den nédchsten Baumknoten weitergeben, wenn er schon besucht wurde, bzw.
andernfalls seine Adresse an die Zentraleinheit zuriickgeben. Der Wurzel entspricht kein Bitwert.

Begonnen wird bei dem hochstwertigen Bit eines Wertes. Jedes seiner nacheinander abgearbeiteten Bits
bestimmt den niachsten Knoten innerhalb des Bindrbaumes. Wurden alle Bits abgearbeitet oder ergibt sich
ein Unterschied zum verglichenen Bit und wurde der zugehorige Knoten noch nicht besucht, speichert
der folgende Knoten ggf. die nicht im Baum liegende Adresse der restlichen Bitkette des Wertes bzw. die
Anzahl der Werte fiir diesen Knoten bei unerheblicher Reihenfolge gleicher Werte.

Die Zeitkomplexitit aller Verfahren, die Werte der Bitlinge b = ga € YIN* mit Adresslinge a € "IN
sortieren, erhoht sich pro Wert von O(1) auf O(g). Ist r der Durchschnittswert von g, ist in der Zeitkomple-
xitdt des Sortierverfahrens mindestens ein O(n1) durch O(rn) zu ersetzen. Ist s € YIN* die durchschnittliche
Anzahl der verschiedenen (!) Werte, die in einem Bucket nach Sortierung bis Bitlange 2 landen und deren
Bitlange grofser als a ist, so betragt die Zeitkomplexitit des Verfahrens O((es + r)n).
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Dabei werden die erwdhnten Werte eines Buckets pro Bucket in einem AVL-Baum abgelegt oder
in einem B-Baum bei Ablage in einem zum Hauptspeicher relativ langsamen externen Speicher. Dort
wird jeweils nur mit dem signifikanten Teilwert der Adressldnge eines Wertes gearbeitet. Der Verzicht
auf vollstdndig sortierte Werte nach jedem Abarbeiten eines Wertes reduziert die komplette Sortierung
durch Verwendung von zwei Hauptspeicherbereichen zeitlich auf O(rn).

Der zweite Hauptspeicherbereich wird nach jedem Durchlauf geloscht, um fiir den ndchsten Durchlauf
zur Verfligung zu stehen, bis ein Bucket abgearbeitet ist. In den ersten Hauptspeicherbereich werden stets
nur die Adressen in der aktuellen Sortierreihenfolge zurtickgeschrieben, bevor die Werte mit gleichem
soeben abgearbeitetem Teilwert weiter sortiert werden. Fiir den schnellen Zugriff auf jeden Teilwert ist
jeder Wert zusammenhéngend im Speicher abzulegen.

Die Verwendung des O(rn)-Verfahrens fiir die Stammdaten und des O((es + r)n)-Verfahrens fur die
Bewegungsdaten kombiniert beide gut. Damit lassen sich insbesondere schnell Tabellenindizes anlegen.
Bei umfangreichen Tabellen macht es einen deutlichen Unterschied, ob ein Index in O(rn) statt in O(ron)
angelegt wird und sich dann ein Wert durchschnittlich in O(es + 7) statt in O(o + ) oder schlechter suchen
lasst. Sortieren durch Mischen sortierter Listen ist ebenfalls in O(rn) moglich.

Diskussion von Bitsort: Es ist unter den angegebenen Voraussetzungen optimal sowie fiir die
parallele Programmierung, den schnellen laufenden Aufbau von Tabellenindizes in Datenbanken und
die Suche darin gut geeignet. Seine Hardwareimplementierung ist eher ungewchnlich. Wahrend es noch
eher Theorie als Praxis ist, verhilt es sich bei dem nachfolgenden Verfahren eher umgekehrt.

Square Sort: In der computergestiitzten Nichtstandardmathematik stofien traditionelle Sortierpara-
digmen an physikalische Grenzen. Die Verarbeitung hochkomplexer, zeigerbasierter Datentypen mit
extremer Prazision wird nicht primér durch die Anzahl der mathematischen Vergleiche limitiert, sondern
durch Speicherbandbreite, Latenzen bei der Pointer-Dereferenzierung und den Overhead der dynami-
schen Speicherverwaltung. Seine Zeitkomplexitit ist O(N ,N), die des Speichers ist O(N).

Es vereint ein statisches Speichermanagement mit einem asymmetrischen Work-Stealing-Scheduling
und tibertrifft klassische generische Verfahren (wie Timsort oder herkémmliche parallele MergeSort-
Implementierungen) bei komplexen Datentypen deutlich, insbesondere bei Pseudozufallszahlen. Die
genauen Laufzeiten und Leistungsnachweise finden sich weiter unten. Eine interne Portierung nach C++
erbrachte vergleichbare Ergebnisse.

Klassische Merge-Ansitze skalieren im unteren Baum exzellent, zwingen die Hardware im finalen
Verschmelzungsschritt jedoch in einen Single-Thread-Flaschenhals. Square Sort nutzt stattdessen einen
parallelen Divide-and-Conquer-Merge. Durch die strategische Suche nach Medianen und die binire
Verortung in den Teilvektoren wird der verbleibende Losungsraum kontinuierlich partitioniert. Jeder
asymmetrische Sub-Task wird dynamisch auf freie Prozessorkerne verteilt.

Die Uberwindung der durch das Amdahlsche Gesetz beschriebenen Limitierungen erlaubt ein hy-
brides Chunking fiir radikale Cache-Lokalitdt. Um die teuren Hauptspeicherzugriffe bei der Auswertung
von Heap-Referenzen zu minimieren, delegiert Square Sort die Basis-Ebene an einen In-Place-Algorithmus.
Die Datenblocke werden so dimensioniert, dass sie im kernexklusiven L1/L2-Cache der CPU verbleiben.
Dies eliminiert das "Cache-Thrashing", das bei traditionellen Bottom-up-Verfahren unweigerlich auftritt.

Wihrend andere Algorithmen den Garbage Collector (GC) bei Millionen von Arbitrary-Precision-Zahlen
unter massiven Druck setzen, erlaubt Square Sort eine hohe Ressourceneffizienz und einen Zero-GC-
Overhead durch statisches Speichermanagement. Der temporale Arbeitspuffer betragt O(N). Alternierende
Vertauschungen der Speicherzeiger auf jeder Rekursionsebene ersparen zusitzliche Speicheranforderun-
gen und garantieren eine lineare, deterministische Ausfallsicherheit ohne Allokationsspitzen.

Diskussion von Square Sort: Es ist kein generischer Allrounder fiir primitive Datentypen, sondern
ein prézises mathematisches Instrument. Es opfert die SIMD-Vektorisierbarkeit nativer Maschinenzahlen
zugunsten einer {iberlegenen, ausfallsicheren und massiv parallelen Skalierbarkeit bei den rechenintensi-
ven, eindimensionalen Strukturen der Nichtstandardmathematik, die sich noch etablieren muss. Hierfiir
bildet Square Sort eine spezialisierte, hochparallele Sortierarchitektur.
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Tabelle 1: Laufzeit- und Allokationen auf AMD EPYC™ 9645 (24 Kerne, 128 GB DDR5):
T; (Timsort) im Vergleich zu T, (Square Sort) bei sortierten Daten mit Fenster 32
und einer Perturbationsrate von 10 % (256-Bit BigInt, 24 Threads)

nx 10° T; (ms) Ts(ms) Quotient A; (MB) A; (MB) Quotient

1 4,29 0,95 4,51 1,26 0,06 20,08

4 16,36 2,25 7,27 5,05 0,10 50,89

16 64,51 11,56 5,58 20,23 0,15 139,34
64 271,74 46,83 5,80 80,90 0,30 267,73
256  4250,16 377,37 11,26 323,60 0,87 371,40
1024 18984,41 1438,08 13,20 1294,67 3,08 419,73

Die Tabelle macht die idealisierte Annahme der Landau-Notation O(N ;N) zunichte. Deren vermeintlich
invarianter Proportionalititsfaktor C steigt bei Timsort ab der L3-Cache-Schwelle (N = 12,8 10°) deutlich
an. Unvorhersehbare Zeigerzugriffe tibersattigen den L3-Cache, wodurch C durch massive RAM-Latenzen
sprunghaft eskaliert. Square Sort hilt C durch strikte Lokalitat stabil: Damit wird reale Skalierbarkeit
nicht durch asymptotische Mathematik, sondern durch physikalisches Speichermanagement bestimmt.

Sei n € "IN* die Anzahl der Knoten eines endlichen schlichten zusammenhdngenden Graphen.
(Ist er nicht schlicht, ldsst ein Aussortieren in O(n) nur die kleinste parallele Kante und keine Schlingen zu.
Ist er nicht zusammenhingend, werden in O(n) alle isolierten Knoten entfernt.) Bei Ausschluss negativer
Gewichte benotigt der Algorithmus von Dijkstra O(n) Schritte fiir jeden minimalen Weg in dem Graphen,
da Sortieren sowie paralleles Addieren und Vergleichen in O(1) moglich ist.

Dessen Minimal- oder Maximalgertist ldsst sich in O(on) oder gar in O(c) berechnen: Die Kanten
eines Knotens lassen sich parallel in O(n) bzw. O(1) sortieren. Seien alle Kanten zu Beginn weif3 gefarbt.
Jeder Knoten hangt die kleinere und dann die groflere Zahl der beteiligten Knoten der Kante mit dem
kleinsten Gewicht aller weifs gefarbten Kanten, die von ihm ausgehen, an dieses Bit fiir Bit als Wert an. Er
speichert den kleinsten Wert, der ihn erreicht. Dies ist in O(n) bzw. O(1) moglich.

Das Schwarzfarben der Kanten zwischen jeweils zwei Knoten desselben Minimalgeriists benotigt
maximal die gleiche Zeit. Jeder Knoten hat dann einen nachsten Nachbarknoten. Ein Fortfahren mit den
weil3 gefarbten Kanten in O(0) Schritten kann den kleinsten Wert eines Minimalgertists in O(n) bzw. O(1)
bestimmen, bis das gesamte Minimalgertist in O(on) bzw. O(0) entstanden ist. Fiir ein Maximalgeriist
werden alle Kantengewichte von einer hinreichend grofien Konstanten subtrahiert.

Haltesatz: Um ein festes r,, der Zahl 0,717;...1r,, zu erreichen, hilt ein Programm fiir beliebige (Pseudo-)
Zufallszahlenr; € "N mitk € YIN* Stellen und Basis p := 2¢inm € IN* Schritten mit der Wahrscheinlichkeit f.

Beweis: Dies ist ein optimales Ergebnis der Wahrscheinlichkeitsrechnung (vgl. [16], S. 10 - 40).00

Bemerkung: Zufall ist unentscheidbar. Damit existieren Programme, die mit beliebiger Wahrscheinlichkeit
halten, und es folgen die Godelschen Unvollstindigkeitssidtze. Der Godelsatz ,,Ich bin nicht beweisbar.”
ist insofern sophistisch, als er das Scheinargument Petitio Principii ex negativo aufweist. Zum Losen
des Halteproblems ist ein Selbstbezug unsinnig, der ein Halten gleichzeitig gebietet und verbietet.
Die Selbstreferenz macht das Diagonalargument fiir das Halteproblem unzuldssig.

Satz: Ist £ die Menge aller (Typ-0-) Sprachen L; aus endlichen Wortern mit Maximalldnge v fiir
mittendliches |£] = 2¢"~V/7 (unter Anwendung der GR) und k € {1, ..., | L]}, gilt P = NP = L.

Beweis: Da sich jede deterministische Turingmaschine auch als nichtdeterministisch auffassen ldsst
(vgl. [12],S.162, 318 und 361 £.), gilt P C NP. Es enthalt P alle linearen Sprachen Ly und NP nur solche.O

40



10 Theoretische Physik

Das Folgende setzt das Wissenschaftliche Rechnen voraus.

Casimir-Effekt
Die korrigierte Herleitung des Casimir-Effekts (die physikalische Realitat)

Das physikalische Setup besteht aus zwei idealisiert leitenden Platten im Abstand d. Gesucht wird nicht
die absolute Vakuumenergie, sondern die Energiedifferenz zwischen dem Vakuum mit Platten und der
entsprechenden Referenz ohne Platten. Im Innenraum werden die longitudinalen Moden durch die
Randbedingungen diskretisiert; auierhalb beziehungsweise in der Referenz treten die entsprechenden
kontinuierlichen Moden auf.

Die hyperreelle Vakuumenergie und die Plasmafrequenz

Im diskretisierten Nichtstandardraum laufen die Eigenfrequenzen nicht in ein unbestimmtes Unendliches,
sondern bis zu einer exakt angegebenen mittendlichen Maximalfrequenz w.

Reale Platten sind jedoch keine perfekten Spiegel bis in beliebig hohe Frequenzen. Oberhalb ihrer
charakteristischen Material- beziehungsweise Plasmafrequenz werden sie zunehmend transparent.
Die physikalisch angemessene Zielfunktion enthilt daher einen Dampfungsfaktor g(x), der fiir kleine
Frequenzen ndherungsweise 1 ist und am oberen mittendlichen Rand verschwindet:

g0)=1,  glw)=0.
Fiir eine glatte Abschneidefunktion wird zusétzlich angenommen, dass auch die relevanten Ableitungen
am oberen Rand verschwinden. Schematisch lautet der longitudinale Summenkern dann

Einnen 08 +;’:17‘l3 g(”)

Diese Summe ist im hyperreellen Raum keine mystische negative Grofie, sondern eine exakt definierte
hyperendliche Summe. Der finite Casimir-Anteil entsteht erst durch die strukturierte Abspaltung der
gemeinsamen Hintergrundanteile.

Strukturelle Deflation durch Euler-Maclaurin

Zur Analyse wird die erste Euler-Maclaurin-Formel in ihrer hyperreellen Erweiterung verwendet. Sie
lautet:

oo f@) =1) f (@) Lx + £(A) + F(0) + i ymiBy (" £(7) = "£(0)) + O (n1B, (" £(7) - "£(0))).
Wird
flx) = 2° g(x)

eingesetzt, trennen sich die relevanten Beitrdge in Integralterm, oberen Rand und unteren Rand.

Integral: Der Integralterm

0 g(x)lx

liefert den dominanten hyperreellen Hintergrundanteil. Er gehort zum gemeinsamen Vakuumkern und
ist fuir sich allein nicht die messbare Casimir-Energie.

Oberer Rand bei w: Da reale Platten bei hinreichend hohen Frequenzen transparent werden, wird die
Abschneidefunktion so gewdhlt, dass am oberen Rand

'f(w) =0, *fw) =0, *flw)=0
gilt. Zusétzlich ist

flw) =0.

Damit verschwinden die relevanten Euler-Maclaurin-Randterme am oberen Rand.

41



Unterer Rand bei 0: Am unteren Rand gilt wegen g(0) =1

fO=0,  'fO=0, *f(0)=0.
Die dritte Ableitung bleibt jedoch erhalten:
*f(0) = 6.

Der finite regulére Beitrag entsteht daher aus dem Bernoulli-Term vierter Ordnung:

Rkonstant = Zﬁ By <3f(w) - Sf(o)) .
Mit B
By=-30, 3f(w)=0, 3*f(0)=6
folgt
Ryonstant = Zﬂ : (_56) ' (0 - 6)

Die longitudinale Summe deflatiert somit in einen dominanten hyperreellen Hintergrundanteil und ein
positives, singularitdtenfreies Restglied:

Ryonstant = 120.

Entscheidend ist: Nicht die hyperendliche Summe selbst ist gleich 120. Vielmehr ist 120 der regulére Rest,
der nach Abspaltung der gemeinsamen Hintergrundstruktur iibrig bleibt.

Das AuBBenraum-Integral als Referenz

Auflerhalb der Platten beziehungsweise in der Referenzgeometrie ist das Modenspektrum kontinuierlich.
Die Energiedichte wird dort durch das entsprechende Nichtstandardintegral beschrieben.

Da dasselbe Vakuum und derselbe physikalische Hochfrequenz-Cutoff verwendet werden, entsteht
derselbe dominante hyperreelle Pol wie im Innenraum. Dieser Anteil beschreibt die gemeinsame Hinter-
grundenergie und ist nicht direkt messbar.

Schematisch gilt daher
Einnen = P innen(a)/ d) + Rxonstant,

Eaugen = Pau@en(wr d)

Bei konsistenter Regularisierung stimmen die gemeinsamen divergenten Anteile tiberein:

Pinnen(w/ d) = PauBen(w/ d)

Transversale Integration und das physikalische Vorzeichen

Die longitudinale Konstante
Ryonstant = 120

ist positiv. Daraus folgt jedoch noch nicht das Vorzeichen der physikalischen Casimir-Energie.
Im realen dreidimensionalen System miissen zusitzlich die kontinuierlichen transversalen Impulse

k, parallel zu den Platten integriert werden. Erst diese Phasenraumintegration liefert den physikalischen
Vorfaktor der Modendifferenz.

Schematisch erzeugt die transversale Integration einen negativen geometrischen Faktor vor dem reguldren
longitudinalen Rest. In der tiblichen Normierung ergibt sich daraus

AE _ Ficm?
A 72043

Das negative Vorzeichen entsteht also nicht dadurch, dass die longitudinale Summe negativ wire. Es
entsteht durch die vollstindige dreidimensionale Modenrechnung, insbesondere durch die transversale
Phasenraumintegration und die anschlieffende Subtraktion der Referenzgeometrie.
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Exakte algebraische Ausldschung der Hintergrundanteile

Die physikalisch messbare Casimir-Energie ist die Differenz zwischen Innenraum und Referenzraum:
AE = Einnen — Eaugen-
Das Einsetzen der deflatierten Ausdriicke liefert schematisch
AE o< (Pinnen + Rionstant) — Paugen-

Da beide Rechnungen dasselbe Vakuum, denselben Cutoff und dieselbe Regularisierung verwenden,
heben sich die gemeinsamen hyperreellen Pole exakt auf:

Pinnen = Paugen = 0.
Ubrig bleibt nur der finite regulire Rest, multipliziert mit dem physikalischen geometrischen Vorfaktor:
AE o —120.
In vollstdndiger physikalischer Normierung lautet das Ergebnis pro Flacheneinheit

AE _ Hem?
A 72043

Die zugehorige Kraft pro Flacheneinheit ist

F l (AE)_ Hem?

A-T1d\VA )T T 2404t

Das negative Vorzeichen bedeutet: Die Platten ziehen sich an.

Fazit der Herleitung

Der Casimir-Effekt entsteht nicht, weil .
+5_ 1 = -120

ware. Diese Aussage ist im Nichtstandardraum falsch.

Die hyperendliche Vakuumsumme bleibt positiv und exakt bestimmt. Der entscheidende Punkt ist
die strukturierte Deflation:

hyperreeller Hintergrund + reguldrer Rest.

Fiir den longitudinalen kubischen Summenkern liefert der untere Rand der Euler-Maclaurin-Formel bei
physikalischem Hochfrequenz-Cutoff den positiven reguldren Rest

Ryonstant = IE()

Das physikalisch negative Vorzeichen der Casimir-Energie entsteht anschlieffend nicht aus einer negativen
Summe, sondern aus der vollstindigen dreidimensionalen Modendifferenz:
AE _ her?
A 72043

Reale Materialien erzwingen diese saubere Sichtweise zusitzlich, weil sie bei sehr hohen Frequenzen
transparent werden. Die Nichtstandardanalysis macht dadurch sichtbar, was in der tiblichen Regulari-
sierung oft verdeckt bleibt: Die gewaltigen hyperreellen Hintergrundanteile werden nicht willkiirlich
verworfen, sondern bei gleicher physikalischer Regularisierung exakt gegeneinander bilanziert. Messbar
bleibt nur der finite, abstandsabhéngige Rest der verdnderten Modenstruktur.
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Elektronen-Selbstenergie
Eine nichtstandardanalytische Herleitung der Elektronen-Selbstenergie (die physikalische Interpretation)

In der Quantenelektrodynamik (QED) tragt die Wechselwirkung eines Elektrons mit seinen eigenen
virtuellen Photonen zu seiner Selbstenergie bei. In der perturbativen QED enthalt dieser Beitrag diver-
gente Terme. Die etablierte Physik behandelt diese Terme durch Renormierung: Die nackten Parameter
der Theorie werden durch eine Regularisierungs- und Renormierungsvorschrift mit den endlichen,
experimentell gemessenen Grofien verkniipft.

In der vorliegenden nichtstandardanalytischen Formulierung besteht das Ziel nicht darin, eine un-
definierte Unendlichkeit einzufiihren. Stattdessen wird der divergente Beitrag als exakt angegebener
hyperreeller Pol dargestellt, der anschliefend vom endlichen reguldren Rest getrennt wird.

Die hyperreelle Impulssumme und der physikalische Cut-off

Das Elektron wird hier nicht als Objekt in einem uneingeschrankten Kontinuum behandelt, sondern in
einem diskretisierten Nichtstandardraum, dessen Impulse bis zu einem exakt angegebenen mittendlichen
Maximalimpuls w reichen. Eine solche Skala kann als physikalischer oder effektiver Cut-off interpre-
tiert werden, etwa in der Ndhe der Planck-Skala; diese Deutung ist jedoch eine zusétzliche Modellannahme.

Die Wechselwirkung des Elektrons mit Vakuumfluktuationen wird durch eine Summe {iber virtuelle
Impulse p beschrieben. Um auszudriicken, dass das Modell nur bis zu seiner effektiven Auflosungsskala
belastbar ist, wird der Summand mit einer glatten Cut-off-Funktion beziehungsweise einem Damp-
fungsfaktor g(p) multipliziert. Fiir niedrige Impulse ist dieser Faktor ndherungsweise 1; am oberen
mittendlichen Rand verschwindet er zusammen mit den relevanten Ableitungen:

§0)=1,  glw)=0.

Der dominante Kern der Massenrenormierung verhlt sich fiir grofie Impulse schematisch wie . Damit
hat die hyperendliche Modellsumme die Form

[0

Egeif o +p:1ﬁg(r’)-

Im Standardkontinuum besitzt dieser Ausdruck logarithmisches Wachstum. In der hyperreellen Fassung
ist er dagegen eine exakt definierte hyperendliche GrofSe: sehr grof3, aber nicht unbestimmt.

Strukturelle Deflation durch Euler-Maclaurin

Um den endlichen reguldren Anteil zu isolieren, wird die Zielfunktion

fx) = xg(x)

durch die Euler-Maclaurin-Formel deflatiert. Da der Kern bei x = 0 einen Pol besitzt, wird die Summe
von 1 statt von 0 aus gebildet. Dies ergibt exakt

Faf@ =15 ) L+ f() + f(1) + HilymiB, (£ =" (1) + O (niB, (D) - " £(D))).

Hier sind B,, die Bernoulli-Zahlen, und R bezeichnet das entsprechende Restglied.

Integral: der hyperreelle Pol Der Integralterm

Peeif = T({)fg(x)lx

enthédlt den dominanten hyperreellen Hintergrundbeitrag. In der einfachsten ungeddampften Néhe-
rung ist er proportional zu .w, und ist daher der nichtstandardanalytische Reprasentant der tiblichen
logarithmischen Divergenz. Fiir sich allein ist dieser Pol jedoch keine direkt messbare Masse.

Randwerte bei w Da die Cut-off-Funktion das Spektrum am oberen Rand unterdriickt, verschwinden
dort die relevanten Euler-Maclaurin-Randterme:

f=0,  'fw=0, *f(w)=0,
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Randwerte bei 1: der regulére Rest Der untere Rand bei x = 1 vermeidet die Singularitat bei x = 0 und
liefert die endlichen Randbeitrige. Diese Terme hdngen von der gewdahlten Cut-off-Funktion und von der
gewdhlten Renormierungsbedingung ab. Sie bilden ein wohldefiniertes, endliches und singularitatenfreies
Restglied:

Rinass = f(1) - +r7121;17Bmmf(1) + Reinite-

Damit wird die Selbstenergie algebraisch zerlegt in

Egelf = Pseif + Rinass-

Der erste Term ist der hyperreelle Pol; der zweite Term ist der endliche regulédre Beitrag, nachdem die
gemeinsame divergente Struktur abgespalten wurde.

Die nackte Masse als Gegenterm

In der Standard-QED ist die nackte Masse m keine unabhédngig beobachtbare Masse. Sie ist ein Para-
meter der regularisierten Theorie. Ihre Aufgabe besteht darin, den divergenten Anteil der Selbstenergie
aufzunehmen, so dass die gemessene Masse endlich bleibt.

In der vorliegenden nichtstandardanalytischen Interpretation wird diese nackte Masse durch einen
hyperreellen Gegenterm dargestellt. Sie ist keine beliebige mystische Unendlichkeit, sondern ein prézise
angegebener Polbeitrag, der durch dieselbe Cut-off-Struktur festgelegt ist:

my = Pbare + Rbare'

Die Renormierungsbedingung verlangt, dass der Pol in der nackten Masse den Pol der Selbstenergie
aufhebt:

Ppare = —Pselt-
Diese Gleichung ist kein zusitzliches physikalisches Kraftgesetz. Sie ist die algebraische Aussage, dass
die regularisierte Theorie auf die beobachtete Elektronenmasse kalibriert wird.
Exakte algebraische Ausldschung und die physikalische Masse

Die physikalische Elektronenmasse ergibt sich aus der nackten Masse plus der Selbstenergiekorrektur:

Mphys = Mo + Esalt-

Das Einsetzen der deflatierten Grofien liefert schematisch

Mphys = (Pbare + Rovare) + (Pself + Rmass) -

Mit der Aufhebungsbedingung

Poare = —Psels,

16schen sich die hyperreellen Pole exakt aus:

Mphys = (_Pself) + Pself + Rpare + Rmass-

Also gilt

Mphys = Rpare + Rmass-

Die messbare Elektronenmasse ist somit nicht der hyperreelle Pol selbst, sondern der endliche Rest, der
durch die Renormierungsbedingung festgelegt wird.
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Interpretation
Diese nichtstandardanalytische Formulierung ersetzt die informelle Sprache divergenter Unendlichkeiten
durch eine exakte hyperreelle Gegeniiberstellung:

bare mass + self-energy = pole + counter-pole + finite remainder.

Pol und Gegenpol heben sich algebraisch auf:

Prare + Pself =0.

Was iibrig bleibt, ist endlich und messbar:

Mphys = Rbpare + Rmass-

Der endliche Rest ergibt sich nicht allein aus der Selbstenergiesumme. Er hdngt auch von der Renor-
mierungsbedingung ab, also davon, wie die theoretischen Parameter an die experimentell beobachtete
Elektronenmasse angepasst werden.

Fazit der Herleitung

Die Elektronen-Selbstenergie muss nicht als undefinierte Unendlichkeit gelesen werden. In der nicht-
standardanalytischen Formulierung wird sie zu einem exakt angegebenen hyperreellen Pol plus einem
endlichen regulédren Rest.

Die wesentliche strukturelle Zerlegung lautet

Eself = Pseif + Rinass-

Die nackte Masse liefert den zugehorigen Gegenpol,

Pbare = _Pself/

so dass die physikalische Masse endlich bleibt:

Mphys = Rbpare + Rmass-

Damit kann die Renormierung der QED als exakte algebraische Ausloschung hyperreeller Polterme unter
einem gemeinsamen Cut-off interpretiert werden. Die messbare Elektronenmasse ist keine divergente
Grofse, sondern der endliche Rest, der nach dieser Ausloschung und nach der Anpassung der Theorie an
das Experiment verbleibt.
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Feynmans Pfadintegrale
Feynmans Pfadintegrale als streng hyperendliche Summen

Die Pfadintegral-Formulierung der Quantenmechanik von Richard Feynman ist physikalisch sehr an-
schaulich: Ein Teilchen wird nicht durch einen einzigen ausgezeichneten Weg beschrieben, sondern
durch eine Uberlagerung moglicher Wege durch Raum und Zeit. Mathematisch ist das kontinuierliche
Pfadintegral jedoch subtil. Der formale Ausdruck enthélt ein Maf3 {iber einen unendlichdimensionalen
Funktionenraum; ein gewohnliches translationsinvariantes Mafs nach Art des Lebesgue-MafSes existiert
dort nicht in naiver Form.

Die etablierte Physik arbeitet deshalb mit Grenzwertkonstruktionen, Regularisierungen, diskreten
Zeitscheiben oder mit der Wick-Rotation zur euklidischen Theorie. In der euklidischen Fassung lassen
sich viele Modelle iiber das Wiener-Mafs und die Feynman-Kac-Formel streng behandeln.

Im diskretisierten Nichtstandardraum kann dieses MafSproblem anders organisiert werden. Das Pfad-
integral wird nicht als unmittelbares Integral tiber einen fertig gegebenen unendlichdimensionalen
Mafiraum aufgefasst, sondern als hyperendliche Summe beziehungsweise als hyperendliches Produkt
tiber ein extrem feines Gitter. Dadurch wird der formale Ausdruck zunichst zu einer exakt definierten
algebraischen Gittergrofe.

Der makroskopisch messbare Anteil entsteht anschlieffend nicht durch ein nachtragliches Entfernen
hyperreeller Gréfien. Vielmehr wird die hyperendliche Grofse normiert, in den infinitesimalen Skalen
@ beziehungsweise 7 entwickelt und strukturell deflatiert. Der physikalische Messwert ist der regulédre
skalenfreie Anteil dieser Entwicklung.

Das MafB3problem im Kontinuum

Im Standardkontinuum verlangt die Summation tiber alle Pfade ein Integral iiber unendlich viele
Freiheitsgrade. Der formale Ausdruck fiir den Propagator lautet

K(b,a) <7 Dx exp(fiS).

Dabei bezeichnet K(b, a) den Propagator, also die komplexe Ubergangsamplitude vom Anfangspunkt
a = (X4, t;) zum Endpunkt b = (xp, t,). Er ist der Kern der quantenmechanischen Zeitentwicklung. Hierbei
ist S die klassische Wirkung, /i das Plancksche Wirkungsquantum, und Dx bezeichnet formal das Mafs
tiber alle Pfade.

Der Ausdruck ist in dieser Form keine gewohnliche Lebesgue-Integration. Insbesondere existiert kein
naives, translationsinvariantes Lebesgue-Mafs auf dem unendlichdimensionalen Pfadraum, das alle
gewiinschten Eigenschaften gleichzeitig besitzt. Deshalb miissen reale Rechnungen {iber diskrete Appro-
ximationen, Grenziibergange, Oszillationsintegrale, Distributionen, Operatorverfahren oder euklidische
Methoden prézisiert werden.

Die hyperendliche Diskretisierung von Raum und Zeit

Im Nichtstandardraum wird die Zeitspanne zwischen Start- und Zielpunkt in eine exakt angegebene
mittendliche Anzahl w von Zeitschritten der infinitesimalen Dauer At unterteilt. Ebenso wird der Raum
durch ein hyperfeines, aber streng diskretes Gitter modelliert.

Ein einzelner Pfad x(t) ist dann kein beliebiges kontinuierliches Funktional mehr, sondern ein ex-
akt angegebener Vektor aus w rdumlichen Koordinaten. Der Raum aller Gitterpfade ist extrem grofs, aber
hyperendlich. Das formale Pfadmaf$ Dx wird in dieser Gitterfassung durch ein hyperendliches Produkt
der einzelnen Gitterbeitrdge ersetzt:

Dx — X Ax.

Dabei ist wichtig: In physikalischen Anwendungen gehotren zu diesem Produkt gewohnlich noch
Normierungsfaktoren, die von Masse, Zeitschritt, Dimension und gewahlter Diskretisierung abhan-
gen. Das Produkt beschreibt also den strukturellen Mafikern, nicht bereits die vollstindig normierte
Propagatorformel.
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Die exakte algebraische Summe

Durch die Gitterstruktur entféllt die unmittelbare Notwendigkeit, zuerst ein unendlichdimensionales
Lebesgue-Maf3 zu konstruieren. Das Pfadintegral wird zu einer hyperendlichen Summe iiber die diskrete
Menge aller Gitterpfade P. Die Amplitude besitzt dann schematisch die Form

K(b,a) o« +p exp(fiS[P]).

Da jeder Summand ein komplexer Phasenfaktor vom Betrag 1 ist, ist jeder einzelne Beitrag exakt definiert.
Die hyperendliche Summe ist daher algebraisch wohldefiniert. Ihre physikalische Auswertung verlangt
jedoch weiterhin eine passende Normierung und die Bestimmung des reguldren Anteils.

Es ist daher genauer zu sagen: Das hyperendliche Pfadintegral vermeidet das naive unendlichdi-
mensionale Mafiproblem, aber es ersetzt nicht automatisch alle analytischen Fragen. Diese werden
vielmehr in Fragen der Normierung, der Entwicklung in den Skalen @ und 7, der strukturellen Deflation
und der Stabilitdt des makroskopischen Grenziibergangs tibersetzt.

Eine typische normierte hyperendliche GrofSe besitzt dabei die Form

Xoy =Poy +R+1,,.

Hierbei bezeichnet P,, den hyperreellen Pol- beziehungsweise Hintergrundanteil, R den reguldren
skalenfreien Anteil und I,,,, den infinitesimalen Rest, der aus positiven Potenzen von & beziehungsweise
7 besteht. Der makroskopische Messwert ist dann nicht ein dufSerlich gebildeter Standardteil, sondern der
durch Deflation isolierte reguldre Anteil R.

Stationére Phase und strukturelle Ausldéschung

Wie entsteht aus dieser gewaltigen hyperendlichen Summe die klassische Physik? Der entscheidende
Mechanismus ist die stationédre Phase. Fiir makroskopische Systeme gilt typischerweise S > 7. Der Pha-
senfaktor exp(fiS) oszilliert dann fiir die meisten benachbarten Pfade sehr schnell. In der hyperendlichen
Summe l9schen sich diese Beitrdge durch destruktive Interferenz weitgehend aus.

In der Umgebung solcher Pfade, fiir die die Wirkung stationdr ist, dndert sich die Phase zwischen
benachbarten Pfaden dagegen nur langsam. Dort addieren sich die Beitrdge konstruktiv. Diese stationédren
Ptfade erfiillen das Prinzip der kleinsten Wirkung beziehungsweise genauer das Prinzip der stationdren
Wirkung.

In dieser Sicht deflatiert die Summe strukturell: Die stark oszillierenden nichtstationdren Pfade bil-
den einen Hintergrund, dessen Beitrédge sich in der makroskopischen Ndherung gegenseitig ausloschen.
Der fithrende Beitrag stammt aus der Umgebung der stationdren Pfade. Er markiert nicht notwendig exakt
einen einzigen klassischen Weg, sondern die klassische Bahn zusammen mit ihren lokalen Fluktuationen.

Quantenfluktuationen als regularer Rest

Die benachbarten Pfade in der Umgebung der stationdren Bahn 16schen sich nicht vollstandig aus. Sie
bilden den reguldren Rest der Summation. Dieser Rest enthilt die Quantenkorrekturen zur klassischen
Bewegung, die Streuung um den klassischen Pfad und Beitrédge, die etwa beim Tunneleffekt wesentlich
werden.

Auf einem hyperreellen Gitter lassen sich solche Restbeitrédge als hyperendliche Summen {tiber dis-
krete Pfade formulieren. In geeigneten euklidischen Fassungen stehen sie in enger Beziehung zu
Random-Walk-Modellen, Brownscher Bewegung und der Feynman-Kac-Formel.

Die Schrodingergleichung ist dabei nicht zwingend der Ausgangspunkt dieser Darstellung. Sie kann
vielmehr als makroskopische Gleichung verstanden werden, die mit dem korrekt normierten Pfadintegral
dquivalent ist. In diesem Sinn verbindet die Pfadintegralformulierung die lokale Differentialgleichung
mit einer globalen Summation tiber Pfade.
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Fazit der Herleitung

Feynmans Pfadintegrale brauchen nicht als naive Integrale iber ein unendlichdimensionales Lebesgue-
Maf verstanden werden. Gerade diese naive Lesart ist mathematisch problematisch.

Im Nichtstandardraum lésst sich das Pfadintegral als hyperendliche algebraische Summation tiber
diskrete Gitterpfade formulieren. Dadurch wird Feynmans urspriingliche Intuition prézisiert: Die Quan-
tenamplitude entsteht aus der Uberlagerung vieler Pfadbeitrdge, wihrend die klassische Bahn durch
stationdre Phase und destruktive Interferenz der nichtstationdren Pfade hervorgehoben wird.

Die Nichtstandardanalysis 16st das MafSproblem nicht dadurch, dass sie ein gewohnliches unendlichdi-
mensionales Lebesgue-Maf erzeugt. Sie verschiebt die Grundlage der Rechnung auf ein hyperendliches
Gitter, auf dem Summen und Produkte zunéichst algebraisch exakt definiert sind.

Die physikalische Theorie entsteht anschlieflend durch Normierung, strukturelle Deflation und den
Nachweis, dass der makroskopische Grenziibergang die bekannten Gleichungen der Quantenmechanik
liefert. Die makroskopisch messbare GrofSe wird nicht durch ein nachtrégliches Wegwerfen hyperreeller
Anteile gewonnen, sondern durch Entwicklung in den infinitesimalen Skalen & beziehungsweise 7.
Der reguldre Anteil ist der skalenfreie Koeffizient dieser Entwicklung, nachdem die hyperreellen Pole
strukturell abgespalten wurden.
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Hawking-Strahlung
Die Hawking-Strahlung und das trans-Plancksche Problem

Die theoretische Entdeckung der Hawking-Strahlung gilt als einer der wichtigen Meilensteine der
modernen theoretischen Physik, da sie Thermodynamik, Quantenmechanik und die allgemeine Relativi-
tatstheorie in einem gemeinsamen Rahmen beriihrt. Stephen Hawkings Herleitung zeigt, dass Schwarze
Locher im semiklassischen Bild eine thermische Strahlung besitzen. Zugleich enthélt diese Herleitung
eine bekannte konzeptionelle Schwierigkeit: das sogenannte trans-Plancksche Problem.

Im Standardkontinuum fiihrt die Riickverfolgung spater beobachtbarer Strahlungsmoden zu extrem hohen
Frequenzen nahe dem Ereignishorizont. Das ist keine experimentell direkt zugéngliche Aussage, sondern
eine Folge der idealisierten mathematischen Riickentwicklung der Moden. Die Nichtstandardanalysis
kann hier als prézise Sprache dienen, um solche Beitrdge nicht als unbestimmte Unendlichkeiten, sondern
als exakt angegebene hyperreelle Grofien zu behandeln und strukturell von endlichen Restanteilen zu
trennen.

Das trans-Plancksche Problem im Kontinuum

Wird ein thermisches Strahlungsquant, das fernab eines Schwarzen Loches registriert wird, formal in
der Zeit zurtickverfolgt, ndhert sich sein Ursprung dem Ereignishorizont an. Aufgrund der gravitativen
Frequenzverschiebung, also der Gravitationsrotverschiebung, wird dieselbe Mode in Horizontnéhe mit
immer hoheren Frequenzen beschrieben.

In der Standardanalysis kann diese Frequenz bei idealisierter Riickverfolgung gegen unendlich laufen.
Formal bedeutet dies, dass die betreffende Mode in einen Bereich gerit, in dem ihre Wellenldnge unterhalb
der Planck-Skala liegt. Genau dort ist aber nicht mehr gesichert, dass die semiklassische Naherung aus
klassischer Raumzeit und Quantenfeldtheorie unverandert giiltig bleibt.

Das trans-Plancksche Problem ist daher kein unmittelbarer experimenteller Widerspruch, sondern
ein Hinweis darauf, dass die Herleitung empfindlich davon abhingt, wie die extrem kurzwelligen
Freiheitsgrade behandelt werden.

Das hyperendliche Gitter und die Konstante w

In der hier betrachteten nichtstandardanalytischen Modellierung gibt es kein unbeschrianktes Kontinuum,
in dem Frequenzen beliebig eskalieren. Die Raumzeitstruktur am Ereignishorizont wird durch ein feines,
aber strikt hyperendliches Gitter beschrieben. Die maximale Frequenz wird durch die mittendliche
Konstante w exakt angegeben und begrenzt.

Zusétzlich wird angenommen, dass Vakuummoden an der Planck-Grenze nicht mehr unverandert
mit der makroskopischen Raumzeitkriimmung koppeln. Dazu wird eine glatte Dampfungsfunktion g(x)
eingefiihrt. Fiir makroskopische Frequenzen gilt ndherungsweise 1; an der oberen Grenze w fillt sie glatt
auf Null ab. Es gilt also g(0) = 1 und g(w) = 0.

Die Energiedichte des Vakuumzustands am Horizont wird in diesem Modell als hyperendliche Summe
iiber diskrete Frequenzen n geschrieben:

w
Enorizont o +n=0n : g(l/l)

Diese Darstellung ist als Modellkern zu verstehen. Sie ersetzt nicht die vollstindige Herleitung der
Hawking-Strahlung tiber Feldmoden, Bogoljubov-Koeffizienten und den Vergleich von einlaufenden
und auslaufenden Vakuumzustanden.

Strukturelle Deflation am Horizont

Um den endlichen, physikalisch relevanten Anteil von der Hintergrundstruktur am Ereignishorizont zu
trennen, wird die hyperreelle Euler-Maclaurin-Formel auf die Zielfunktion f(x) = x - g(x) angewendet:

Fof@ = 10f () Lx + f7) + £0) + +iZymiBy, (" £(7) = " £(0)) + O (niB,, (*£(7) - " £(0))).

Auch hier spaltet sich das Problem in drei wesentliche strukturelle Komponenten auf:
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Das Integral: der hyperreelle Pol Der Integralterm Pyauum = Ty - g(x)lx reprasentiert den dominanten
Hintergrundanteil des Vakuummodells direkt am Ereignishorizont. Er ist der Anteil, der im Standard-
kontinuum mit dem trans-Planckschen Problem in Verbindung steht. Im hyperreellen Raum ist dieser
Term jedoch kein undefiniertes Unendlich, sondern ein exakt angegebener Pol. Fiir sich allein beschreibt

er keine abgestrahlte Hawking-Strahlung, sondern die nicht direkt messbare Hintergrundstruktur des
Modells.

Der obere Rand bei @ Da das Raumzeitgitter bei der Konstante w abschneidet und g(w) = 0 mit-
samt der relevanten Ableitungen angenommen wird, verschwinden die entsprechenden Randterme
bei der maximalen Frequenz. Es gilt f(w) = 0, f(w) = 0, f(w) = 0 usf. Auch der addierte Term f (w)istNull.

In dieser Modellierung wird das trans-Plancksche Problem dadurch reguliert: Die energiereichsten
Randmoden werden nicht als physikalisch frei fortsetzbare Moden behandelt, sondern durch den Cut-off
aus dem messbaren Rest herausgenommen.

Der untere Rand bei O: der regulare Rest Da f(0) = 0 ist, verschwindet der isolierte Term f (0) ebenfalls.
Die niederfrequenten, makroskopischen Moden am unteren Rand bestimmen das verbleibende Restglied
tiber die Ableitungsterme:

Rihermisch = +ﬁm;11%Bm (0 - mf(o)) .

Dieser Randterm ist als regulédrer, makroskopischer Rest der deflatierten Modenstruktur zu verstehen. In
einer vollstandigen physikalischen Herleitung muss er mit der tiblichen Modenanalyse der Hawking-
Strahlung zusammengefiihrt werden, insbesondere mit der thermischen Besetzungszahl, die aus der
Mischung positiver und negativer Frequenzen entsteht.

Fazit der Herleitung

Das trans-Plancksche Problem entsteht, wenn die semiklassische Rechnung bis in Frequenzbereiche
zurtickverfolgt wird, in denen die zugrunde liegende Kontinuumsbeschreibung selbst fraglich wird.

Die nichtstandardanalytische Betrachtung bietet eine prézise Moglichkeit, diesen Sachverhalt anders zu
organisieren: Die extremen Frequenzen am Horizont werden in einem dominanten hyperreellen Integral
Pyakuum gesammelt. Dieses wird nicht als physikalisch unmittelbar abstrahlender Anteil interpretiert,
sondern als Hintergrundstruktur des Modells.

Die eigentliche Hawking-Strahlung wird dann nicht aus undefinierten trans-Planckschen Unendlichkeiten
gewonnen, sondern aus einem endlichen, reguldren Restterm, der nach der algebraischen Abspaltung
des hyperreellen Pols verbleibt. Damit wird Hawkings Resultat nicht ersetzt, sondern in einer nichtstan-
dardanalytischen Sprache neu geordnet: Die thermische Strahlung bleibt das makroskopische Resultat,
wahrend der trans-Plancksche Anteil als exakt gefasster Hintergrundpol erscheint.
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Stringtheorie
Die kritische Dimension der Stringtheorie und die regulierte Nullpunktenergie

Die Stringtheorie beschreibt fundamentale Teilchen nicht als punktférmige Objekte, sondern als eindi-
mensionale schwingende Saiten. In der einfachen bosonischen Stringtheorie fiihrt die Forderung nach
quantenmechanischer Konsistenz, insbesondere nach dem Verschwinden der konformen Anomalie, auf
die kritische Dimension

D = 26.

In der Superstringtheorie ergibt sich entsprechend

D =10.

Ein zentraler Baustein dieser Rechnungen ist die regulierte Nullpunktenergie der unendlich vielen
Stringmoden. Dabei tritt formal die divergente Summe

1+2+3+...

auf. In der tiblichen Behandlung wird ihr tiber analytische Fortsetzung, Zeta-Regularisierung oder
verwandte Verfahren der Wert

0(-1) = 12-
zugeordnet. Nichtstandardanalytisch ist dieser Wert jedoch nicht die Summe aller Moden selbst, sondern
der regulédre Rest nach Abspaltung eines dominanten Hintergrundanteils.
Die Nullpunktenergie der Strings

Ein String besitzt unendlich viele Schwingungsmoden. Jede Mode verhilt sich formal wie ein quan-
tenmechanischer harmonischer Oszillator. Die Nullpunktenergie enthélt daher einen Summenkern der
Form

E o+ in.

Im gewohnlichen Sinn divergiert diese Summe. In der Standardformulierung wird sie daher nicht als
gewohnliche Summe ausgewertet, sondern regularisiert. Haufig findet sich verkiirzt

1+2+3+4+---=12-

Diese Schreibweise ist niitzlich, aber missverstandlich: Sie sagt nicht, dass die gewohnliche oder hyper-
endliche Summe tatséchlich gleich 12- wire. Sie bezeichnet nur den regulierten Restwert.

In der bosonischen Stringtheorie tritt dieser Restwert im Normalordnungsbeitrag beziehungsweise
im Achsenabschnitt der Stringmoden auf. Schematisch kann die Dimensionsbedingung als

D-1)-12-+1=0
geschrieben werden, woraus

D =26
folgt. Diese Kurzform fasst jedoch nur einen Teil der vollstindigen Konsistenzbedingung zusammen. Zur
tiblichen Herleitung gehoren auch die Virasoro-Algebra, die Lorentzinvarianz und die Aufhebung der
konformen Anomalie.

Hyperreelle Deflation der Schwingungsmoden

Im diskretisierten Nichtstandardraum laufen physikalische Frequenzen nicht in ein unbestimmtes Un-
endliches. Sie reichen bis zu einer fundamentalen mittendlichen Konstanten w. Mit einem physikalischen
Dampfungsfaktor g(n) an der Planck-Skala,

g(0) =1, g(w) =0,
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lautet die hyperendliche Modensumme
Eoc 45 4n - g(n).
Wird die hyperreelle Euler-Maclaurin-Formel auf

fx) =x-g(x)

angewendet, zerfdllt die Summe in einen dominanten Integralterm und Randbeitrage.

Wird g so gewdhlt, dass am oberen Rand die relevanten Ableitungen verschwinden,

flw) =0, 1f(a)) =0, 2f(a)) =0, usf.,

dann liefern die oberen Randterme keinen reguldren Beitrag. Am unteren Rand gilt fiir niedrige Frequenzen
ndherungsweise g(x) = 1, also

'f0)=1.

Der erste regulédre Restterm stammt aus dem Bernoulli-Term zweiter Ordnung mit

B, =6.
Damit ergibt sich

Rstring = Ei'BZ (0 - 1f(0)) = rz'

Die hyperendliche Nullpunktstruktur lautet daher nicht

E « TZ-,
sondern

E o 15x - g(x)lx — 12.

Der Wert 12- ist also der reguldre Rest der deflatierten Summenstruktur, nicht die gesamte hyperendliche

Energie.

Der kritische Punkt
Die nichtstandardanalytische Betrachtung zeigt, woher der Wert
12-
strukturell stammt: Er ist der finite Restterm am unteren Rand des Modenspektrums nach Abspaltung
des dominanten hyperreellen Integralanteils.

Problematisch ist daher nicht die Regularisierung selbst, sondern eine zu wortliche Lesart der Kurzform

1+243+4-- =12
Aus nichtstandardanalytischer Sicht muss zusitzlich geklart werden, was mit dem hyperreellen Hinter-
grundanteil
0% - g(x)Lx

geschieht. Beim Casimir-Effekt gibt es eine Differenzbildung zwischen zwei Geometrien, durch die
gemeinsame Hintergrundanteile gegeneinander bilanziert werden. Bei der isolierten Betrachtung eines
Strings muss ein entsprechender Ausloschungs- oder Kalibrierungsmechanismus ausdriicklich angegeben
werden.

Die kritische Dimension
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ist daher nicht einfach eine willkiirliche Folge einer verbotenen Summierung. Sie gehort zu einer
umfassenderen Konsistenzbedingung der quantisierten Stringtheorie. Der nichtstandardanalytische

Einwand lautet praziser: Der regulierte Wert 12- darf nur dann allein in die Dimensionsbedingung
eingehen, wenn der hyperreelle Hintergrundanteil durch Symmetrie, Eichbedingung, Normalordnung,
Referenzsubtraktion oder einen anderen exakt angegebenen Mechanismus aus der messbaren Bilanz
entfernt beziehungsweise kompensiert wird.

Fazit der Herleitung

Die Gleichung

1+2+43+---=12-

ist keine Aussage tiber die gewohnliche Summe aller natiirlichen Zahlen und auch keine Aussage tiber
die vollstandige hyperendliche Modensumme. Sie beschreibt den regulierten Restwert

C(-1) =12~
Die Nichtstandardanalysis macht diesen Unterschied sichtbar: Die hyperendliche Summe der Stringmo-

den deflatiert in einen dominierenden Hintergrundanteil und einen reguldren Rest. Der Wert 12- gehort
zum Rest, nicht zum gesamten Summenkern.

Die kritische Dimension der Stringtheorie sollte daher nicht als isolierte Gleichsetzung der vollstan-
digen Nullpunktenergie mit diesem Restwert gelesen werden. Aus nichtstandardanalytischer Sicht
muss ausdriicklich angegeben werden, durch welchen strukturellen Mechanismus der hyperreelle
Hintergrundanteil aus der physikalisch messbaren Bilanz verschwindet.
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Anhang: FastShift-Verfahren zur Matrixmultiplikation in C++

Mit Mathematica Gberprifte Modellierung der nichtlinearen Laufzeit T = O((£?))n”

Das folgende C++-Programm ergibt fiir jede n X n-Matrix mit der Schleifenzahl a € {2,3}, der Bitlinge b
und der ganzzahligen (!) Rekursionsticfe { = on speziell die Laufzeiten T = O(1)n’ und T}, = O((%)n’.

// FastShift algorithm as fastintopt.cpp by Boris Haase (01.01.2026)

// g++ -03 -std=gnu++17 -march=native -fopenmp fastintopt.cpp -o fastintopt -lgmpxx -lgmp

#include <algorithm>

#include <chrono>

#include <iostream>

#include <vector>

#include <gmpxx.h>

#include <omp.h>

using namespace std;

static inline void mpz_addmul_cpp(mpz_class &rop, const mpz_class &opl, const mpz_class &op2) {
mpz_addmul (rop.get_mpz_t(), opl.get_mpz_t(), op2.get_mpz_t());

}

static inline void fdiv_qr(mpz_class &q, mpz_class &r, const mpz_class &a, const mpz_class &b) {
mpz_fdiv_qr(q.get_mpz_t(), r.get_mpz_t(), a.get_mpz_t(), b.get_mpz_t());

}
struct FlatM {
mpz_class* ptr = nullptr;
std::size_t row_stride = 0;
std: :vector<mpz_class> data;
FlatM() = default;
explicit FlatM(int n) : row_stride((std::size_t)n), data((std::size_t)n * n) { ptr = data.dataQ; }
FlatM(mpz_class* raw_ptr, std::size_t stride) : ptr(raw_ptr), row_stride(stride) {}
inline mpz_class& operator() (int i, int j) { return *(ptr + i * row_stride + j); }

inline const mpz_class& operator()(int i, int j) const { return *(ptr + i * row_stride + j); }

inline FlatM submatrix(int ro, int co) const { return FlatM(ptr + ro * row_stride + co, row_stride); }
};
static FlatM multiply_blocked(const FlatM& A, const FlatM& B, int n) {

FlatM C(n);
const int bs = 64;
if (lomp_in_parallel()) {
#pragma omp parallel for collapse(2) schedule(static)
for (int i® = 0; i® < n; i® += bs)
for (int jO = 0; jO® < n; jO += bs) {
int ie = min(i® + bs, n), je = min(j® + bs, n);
for (int k® = 0; kO < n; kO += bs) {
int ke = min(k® + bs, n);
for (int i = i0; i < ie; ++i)
for (int k = kO; k < ke; ++k) {
const mpz_class& av = A(i, k);
for (int j = jO; j < je; ++j) mpz_addmul_cpp(C(i, j), av, Bk, j));

}
return C;

for (int i® = 0; i® < n; i0® += bs)
for (int jO® = 0; jO® < n; jO += bs) {
int ie = min(i® + bs, n), je = min(jO® + bs, n);
for (int kO = 0; kO < n; kO += bs) {
int ke = min(k® + bs, n);
for (int i = i0; i < ie; ++i)
for (int k = kO; k < ke; ++k) {
const mpz_class& av = A(i, k);
for (int j = jO; j < je; ++j) mpz_addmul_cpp(C(i, j), av, Bk, j));

}
}

return C;

}
static FlatM add_shiR(const FlatM& C, const FlatM& D, int n, int r_bits) {
FlatM R(n);
if (lomp_in_parallel() && n >= 256) {
#pragma omp parallel for collapse(2) schedule(static)
for (int i = 0; i < n; ++1i)
for (int j = 0; j < n; ++j) {
mpz_mul_2exp(R(i, j).get_mpz_t(), C(i, j).get_mpz_t(), r_bits);
mpz_add(R(i, j).get_mpz_t(), R, j).get_mpz_t(), D(i, j).get_mpz_t(Q));

return R;

for (int i = 0; i < n; ++i)
for (int j = 0; j < n; ++j) {
mpz_mul_2exp(R(i, j).get_mpz_t(), C(i, j).get_mpz_t(), r_bits);
mpz_add(R(i, j).get_mpz_t(), R(i, j).get_mpz_t(), D(i, j).get_mpz_t());

return R;

}
static FlatM div_modR(const FlatM& S11, const FlatM& S12, const FlatM& S21, const FlatM& S22, int n, int s_bits) {
int m = n / 2; FlatM R(n); mpz_class B = mpz_class(l) << s_bits, H = B >> 1;
if (lomp_in_parallel() && m >= 256) {
#pragma omp parallel for collapse(2) schedule(static)
for (int i = 0; i < m; ++1i)
for (int j = 0; j < m; ++j) {
mpz_class q, r, St = S11(i, j) + S12(i, j);
fdiv_qr(q, r, St, B);
if (@r >H) { ++q; r -=B; } else if (r <= -H) { --q; r += B; }
R, j) =q; RG, j +m) =r;
mpz_class Sb = S21(i, j) + S22(i, j);
fdiv_qr(q, r, Sb, B);
if (r > H) { ++q; r -= B; } else if (r <= -H) { --q; r += B; }
R(i+m j)=9qg; RG@+m j+m=r;
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static FlatM fastshift_rec(const FlatM& Y, const FlatM& Z, int n, int s_bits, int leaf_cutoff, int depth) {

int

}

return R;

for (int i = 0; i < m; ++i)

for (int j = 0; j < m; ++j) {
mpz_class q, r, St = S11(i, j) + S12(i, j);
fdiv_qr(q, r, St, B);
if (r >H) { ++q; r -=B; } else if (r <= -H) { --q; r += B; }
R, j) =q; RE, j +m) =13
mpz_class Sb = S21(i, j) + S22(i, j);
fdiv_qr(q, r, Sb, B);
if (r >H) { ++q; r -=B; } else if (r <= -H) { --q; r += B; }
R@A +m, j) =q; RG +m, j+m =r;

}

return R;

if (n <= leaf_cutoff) return multiply blocked(Y, Z, n); else depth++;
intm=n/ 2, t_bits = s_bits * 2;
FlatM A = add_shiR(Z.submatrix(®, 0), Z.submatrix(®, m), m, s_bits);
FlatM B = add_shiR(Z.submatrix(m, 0), Z.submatrix(m, m), m, s_bits);
FlatM U, V, W, X;
if (depth < 3) {

#pragma omp taskgroup

#pragma omp task shared(U)
U = fastshift_rec(Y.submatrix(®, 0), A, m, t_bits, leaf cutoff, depth);
#pragma omp task shared(V)
V = fastshift_rec(Y.submatrix(®, m), B, m, t_bits, leaf_cutoff, depth);
#pragma omp task shared(W)
W = fastshift_rec(Y.submatrix(m, 0), A, m, t_bits, leaf_cutoff, depth);
#pragma omp task shared(X)
X = fastshift_rec(Y.submatrix(m, m), B, m, t_bits, leaf_cutoff, depth);

}

} else {
U = fastshift_rec(Y.submatrix(®, 0), A, m, t_bits, leaf_cutoff, depth);
V = fastshift_rec(Y.submatrix(®, m), B, m, t_bits, leaf cutoff, depth);
W = fastshift_rec(Y.submatrix(m, 0), A, m, t_bits, leaf_cutoff, depth);
X = fastshift_rec(Y.submatrix(m, m), B, m, t_bits, leaf cutoff, depth);

}
return div_modR(U, V, W, X, n, s_bits);

main(int argc, char** argv) {

int threads = 8, bits = 256, m_min = 8, m_max = 13, leaf_cutoff = 2048;
if (argc > 1) threads max(1l, atoi(argv[1]));

if (argc > 2) bits max(1l, atoi(argv[2]));

if (argc > 3) m_min max(1l, atoi(argv[3]));
if (argc > 4) m_max = max(m_min, atoi(argv[4]));
if (argc > 5) leaf_cutoff = max(16, atoi(argv[5]));

omp_set_num_threads (threads) ;
for (int m = m_min; m <= m_max; ++m) {
int n = 1 << m, s_bits = bits * 2 + m;
cout << "FastShift " << bits << " Bits | n=2A" << m << " | leaf_cutoff=" << leaf_cutoff << endl;
gmp_randclass rng(gmp_randinit_default); rng.seed(42u + m);
FlatM A(n), B(n);
for (int i = 0; i < n; ++i) for (int j = 0; j < n; ++j) { A(d, j) = rng.get_z_bits(bits);
B(i, j) = rng.get_z_bits(bits); }
auto tl = chrono::steady_clock::now();
FlatM Cf = fastshift_rec(A, B, n, s_bits, leaf_cutoff, 0);
auto t2 = chrono::steady_clock::now();
FlatM Cs = multiply_blocked(A, B, n);
auto t3 = chrono::steady_clock: :now();
auto ms_fs = chrono::duration_cast<chrono::milliseconds>(t2 - tl).count();
auto ms_std = chrono::duration_cast<chrono::milliseconds>(t3 - t2).count();
cout << "n =" <<n<< " | FS: " << ms_fs << " ms | Std: " << ms_std << "ms | "
<< (C£(0,0)==Cs(0,0) ? "OK" : "Error") << endl;
}

return 0;

Listing 1: Ganzzahliges FastShift-Verfahren in C++

Tabelle 2: Laufzeit-Mittelwerte auf AMD EPYC™ 9645 (24 Kerne, 128 GB DDRb).

Vergleich von T (Standard) und T (FastShift) in ms bei k = 3 Messungen.

14 T T?‘* Quotient | T!? T}ZS Quotient
10 938 881 1,06 1096 1151 0,95

11 6157 6170 1,00 8295 8440 0,98

12 | 41525 27483 1,51 62070 42443 1,46

13 | 322066 131767 2,44 484108 257820 1,88
Anmerkung: Bei 256 Bit nivellieren sich die Vorteile auf dieser Architektur nahezu.
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Symbolverzeichnis

Symbol Verwendung Interpretation

~ a Kehrwert von a: 1/a bzw. a™! fiir a # 0 (gesprochen , kehr)

‘ d Dekrement von a: a — 1 (gesprochen , dek”)

: a Inkrement von a: a + 1 (gesprochen ,,ink”)

) a Doppeltes von a: 2a (gesprochen , dach”)

v a Halfte von a: a/2 (gesprochen , halb”)

- a- a negiert: a- (gesprochen , neg”)

_ z=a+b Komplexer Teil von z: 1b mit der imagindren Einheit 1 (gesprochen ,im”)

v VA grofite endliche Zahl: Durchschnitt der komplexen oder reellen Menge A
mit 'C := [-v,v] + 1[-v, V]

w “A grofste mittendliche Zahl: Durchschnitt der komplexen oder reellen Menge
AmitC = [-w,w] + 1[-w, v]

L t =minlR.g kleinste positive reelle Zahl

& "q = g™ n-te Ableitung von a (gesprochen ,n von a”)

b pa = log, a Logarithmus zur Basis b fiir a € C \ R< (gesprochen ,b log a“)

1 1x = x/||x|| Einheitsvektor zu x # 0

00 00 > 2 Ersetzen von +0 durch +co sowie A := A U {xo0} fiir die Menge A C R

M Mg = “R\ "R mittendliche Zahlen: M¢ := Mg + My

A punktsymmetrische Menge A (gesprochen , punkt”)

C Zf:)lam Verkettung (gesprochen ,,con”) der a,, zu ay,... ,an_mit Schrittweite s
(gesprochen ,schritt”) - es gibt Analogien zu +, &, + und X statt C

— a Vorgdnger von a (gesprochen ,pra”)

- a Nachfolger von a (gesprochen ,, post”)

1 al, n-malige Wiederholung von a in der Form (g, ...,a)" (gesprochen ,rep”)

I al fw) f-Mittel mit Funktion f vonay, ..., a4, mita € R, (evtl. mit Gewichtsvektor
w € [0,1]") bzw. Holder-Mittel zur Stufe r € VIR* statt f (gesprochen ,,mitt”)

l lx Differential von x (gesprochen ,,ab”)

T Tfx) ]l x Integral von f(x) (gesprochen , auf”)

] Ende des Beweises

A Ende der Definition
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