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Einleitung 
 
Was ist das Ziel dieser Homepage? 
 
Diese Homepage ist Ergebnis meiner eigenständigen Überlegungen in Informatik, Mathematik, Musik und 
Physik. Die Ideen stammen vermutlich vielfach von Gott, wofür ich mich durch verschiedene Aktionen au-
ßerordentlich dankbar gezeigt habe. Die Gedanken und erzielten Forschungsergebnisse sollen einen mög-
lichst breiten Personenkreis ansprechen. Die einzelnen Webseiten sind meistens eher kurz gehalten. 
 
Zitate aus fremden Quellen fehlen weitgehend. Sollte es eine wesentliche Überlegung schon vor dieser Ver-
öffentlichung gegeben haben, so werde ich auf Mitteilung hin entsprechende Zitate einfügen. Es ist aber ein 
Literaturverzeichnis angegeben, das fast vollständig die in meinem Besitz befindliche Literatur beinhaltet, 
um für das Verständnis hilfreiche Quellen offenzulegen und Möglichkeiten zur Vertiefung anzubieten. 
 
Der Informatikteil stellt unter theoretische Informatik das schnelle Sortierverfahren Bitsort vor. Das Hal-
teproblem wird neu positiv beantwortet und das P-NP-Problem gelöst. Kenntnisse eines Informatikstudi-
ums sind hilfreich. Funkrechnen ermöglicht durch gleichzeitiges Funken auf verschiedenen Frequenzen pa-
ralleles Rechnen durch parallele Kommunikation jeder Speicherzelle mit jeder anderen. 
 
Programmieren mit Pfeil stellt eine zukünftige schnelle, mehrdimensionale und relationale Programmier-
sprache vor, die Programmierern deutlich ihre Arbeit mithilfe von Bots erleichtern soll, die das Internet 
absuchen. Internet und Co erläutert, welche Rolle das Internet zukünftig spielen, wozu das Multifunktions-
gerät Band dienen und was für Transport und Maschinen gelten könnte. 
 
Die Mathematik widmet sich der euklidischen Geometrie, dem gerechten Verteilen, der Nichtstandardana-
lysis, der linearen Optimierung, unendlichen Mengen, der Topologie, der Zahlentheorie und der Zeitrech-
nung. Die Mengenlehre klärt, wie viele Elemente wichtige (un)endliche Mengen haben. Die Nichtstandar-
danalysis bietet neue Definitionen und (überarbeitete) Sätze, um genauere und bessere mathematische 
Aussagen zu erhalten. 
 
Sie löst das Maßproblem. In der Topologie wird der (einfache) Zusammenhang von Mengen neu definiert. 
Die euklidische Geometrie stellt einige Axiome und Sätze infrage. Die lineare Optimierung beweist den 
Durchmessersatz für Polytope und stellt dem Simplexverfahren mit einer neuen Perturbationsmethode das 
meist polynomielle Intexverfahren gegenüber. Die Ratschläge beinhalten Ergebnisse aus meiner mathemati-
schen Erfahrung. 
 
Die Zahlentheorie gibt notwendige und hinreichende Kriterien sowie neue Beispiele für die transzendenten 
Zahlen an. Sie befasst sich mit der Littlewood- und der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung. Die 
Zeitrechnung stellt einen Kalender vor, dem das Achtersystem zugrunde liegt, und gibt Beispiele zu dessen 
Anwendung auf Längenangaben. Das Verständnis einiger Zusammenhänge erfordert Kenntnisse eines Ma-
thematikstudiums. 
 
Die Musik ist ausgelagert auf https://de.boris-haase.de/mus. 
 
Die Physik geht theoretisch bzw. experimentell zwei neuen Universumsmodellen sowie im Rahmen von 
Jugend forscht 1983 den Periodendauern ausgesuchter Schwingungen von Massenpunkten in der Ebene 
nach, für die Näherungsformeln anhand von Krümmungsradius, Ausgangshöhe und rücktreibender Kraft 
ohne Integration angegeben werden. Zum Verständnis ist ein Studium von Mathematik oder Physik hilf-
reich. 
 
Die Sitemap enthält auch eine Änderungshistorie; die Definitionen und das Glossar führen nur neue oder 
anders als üblich verwendete Ausdrücke auf. Und nun viel Vergnügen mit meiner Homepage! 
 
(Es kommt nicht auf die Bilder und Animationen an: Von den Texten soll Ruhe ausgehen.) 
 

https://de.boris-haase.de/mus/bm_index.php?id=1
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Fragen und Antworten 
 
Was folgt aus dem verschärften Primzahlsatz? 
 
Er löst die vielen Probleme, die sich aus der ungültigen (allgemeinen) Riemannschen Vermutung ergeben. 
 
Was bedeutet die Lösung des Maßproblems? 
 
Jede Menge wird messbar. Die Maßtheorie kann auf σ-Algebren und Nullmengen verzichten und ist insge-
samt einfacher. 
 
Was leistet das Zentrumsverfahren? 
 
Es löst lineare (Un-) Gleichungen und berechnet Eigenwerte und -vektoren in quadratischer Zeit. 
 
Was bedeutet die Lösung des P-NP-Problems? 
 
Alle (endlichen) nicht-deterministischen Probleme können deterministisch gelöst werden. 
 
Was folgt aus der Gleichheit von offen und abgeschlossen? 
 
Die Topologie wird einfacher: Beide stellen überflüssige Begriffe dar. 
 
Welchen Vorteil bieten mittendliche Zahlen? 
 
Sie schließen kontinuierlich den abrupten Übergang von endlichen zu unendlichen Zahlen. 
 
Was leistet die neue Definition der transzendenten Zahlen? 
 
Sie erlaubt sich auf (unendlich) rationale Zahlen zu beschränken und vereinfacht die Theorie. 
 
Welche besondere Rolle spielen die natürlichen Zahlen? 
 
Sie bilden die Basis für das Zählen der Elemente aller existierenden Mengen. 
 
Was bewirken die neuen Operatoren prä und post? 
 
Sie gestatten in der Analysis mit unregelmäßigen Abständen zu arbeiten und vereinfachen sie sehr. 
 
Welche Rolle spielt das exakte Integral? 
 
Es ist einfacher, genauer und allgemeiner gültig als die bisherigen Integral-Definitionen. 
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Informatik 
 
Unter Internet und Co werden einige Aspekte des künftigen Internets behandelt: Wie können Prüfungen 
mithilfe des Internets durchgeführt werden? Wie kann eine jedem Menschen eindeutig zugeordnete (Num-
mer der) Identifikation, die ID, im Zusammenhang mit dem Internet sinnvoll verwendet werden? Welche 
Arten von Inhalten wird es im Internet geben? Wie können Informationsbenutzerprofile Suchprozesse im 
Internet vereinfachen? 
 
Welche Aufgaben könnte ein Multifunktionsgerät namens Band erfüllen? Was kann moderne Kleidung (für 
Taubblinde) leisten? Wie lässt sich virtuelle Realität realisieren (in Räumen und im Gehirn)? Wie können 
Waren in Zukunft schnell transportiert werden? Welche Konsequenzen ergeben sich für Berufe in der Zu-
kunft? Was muss bei intelligenten Maschinen künftig beachtet werden? 
 
Programmieren mit Pfeil stellt eine zukünftige schnelle, mehrdimensionale und relationale Programmier-
sprache vor, die Programmierern deutlich ihre Arbeit erleichtern soll, indem sie mithilfe von Bots das In-
ternet absucht und Programme in andere Programmiersprachen umsetzt, die für die individuelle Problem-
stellung besonders geeignet sind, und automatisiert und zertifiziert beweist und optimiert. 
 
Unter Theoretische Informatik wird ein 𝒪(1)-Sortieralgorithmus für nicht beschränkte Hardware vorge-
stellt. Die Organisation der Speicherplätze als Binärbaum ermöglicht bei n nacheinander gelesenen Einga-
bewerten das 𝒪(𝑛)-Verfahren Bitsort. Das Minimal- bzw. Maximalgerüst eines Graphen mit 𝑛 Knoten wird 
in 𝒪(log 𝑛) berechnet. Das Halteproblem wird neu positiv beantwortet und das P-NP-Problem gelöst. 
 
Funkrechnen ermöglicht beim gleichzeitigen Funken auf verschiedenen Frequenzen paralleles Rechnen 
durch parallele Kommunikation jeder Speicherzelle mit jeder anderen. Damit lassen sich 𝑛 Werte in 𝒪(1) 
sortieren, die Indizierung von Datenbanktabellen kann weitgehend entfallen. Vernetzung und Cloud Com-
puting lösen mit Funktechnik diverse Probleme deutlich schneller als bisher. 
 
Der Superrechner verfügt über besonders schnelle Zählleitungen, die bei der Addition bitweise eingesetzt 
und von Teilchen wie Photonen oder Elektronen in einem geeigneten Medium durchflossen werden. Sein 
hierarchischer Speicher ermöglicht schnelle Vergleiche und ist als Speicherkugel organisiert, die virtuell ein 
Speicherwürfel ist und in deren austauschbaren Zentrum sich die Wurzeln befinden. 
 
Alle Probleme einer beliebigen (höheren) Welt lassen sich auf einen Schlag lösen, indem aus allen mögli-
chen Lösungen die den Lösungskriterien genügenden unter Festhalten der Lösungsbildungen durch (ver-
gleichendes) Sortieren herausgesucht werden. Die Gödelisierung macht substanzielle Vergleiche weitge-
hend entbehrlich. Folglich sind für Gott alle Probleme in derselben Komplexitätsklasse 𝒪(1). 
 
Um die Bildung aller Möglichkeiten kommt Gott nicht herum, da entscheidende Probleme irreduzibel hin-
sichtlich der Komplexität sind. Für unsere (endliche) Welt bedeutet dies, dass in ihr entscheidende Prob-
leme nicht lösbar sind. Das bedeutet jedoch nicht, dass wir die für uns wichtigen Probleme nicht lösen kön-
nen, sondern nur, dass wir nicht alle wissenschaftlichen Fragen beantworten können. 
 
Satz: Alle Probleme einer endlichen Welt können in 𝒪(1) gelöst werden. 
 
Beweis: Bedingungen werden überprüft, indem wir den kompletten Lösungsraum in die Bedingungen auf 
einmal einsetzen, ggf. durch Parallelverarbeitung. Berechnungen werden beschleunigt, indem wir Rechen-
schritte zusammenfassen. Fortgesetztes Zusammenfassen liefert einen Gesamtrechenschritt. Daraus folgt 
die Behauptung, da sich jeder endliche Lösungsraum ebenso in einem Schritt aufbauen lässt. 
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Funkrechnen 
 
Wie kann eine Speicherzelle mit möglichst vielen anderen durch Funkbausteine auf unterschiedlichen Fre-
quenzen kommunizieren, um paralleles Rechnen zu unterstützen? Wie kann dadurch Sortieren von 𝑛 Wer-
ten in 𝒪(𝑛 log 𝑛) auf 𝒪(1) verbessert und damit die Indizierung von Tabellen in Datenbanken überflüssig 
werden? 
 
Sendet jeder Funkbaustein (gleichzeitig) auf der Frequenz, die einem Wert der zugehörigen Speicherzelle 
entspricht, der in das kleinste positive natürliche und für alle Werte gültige Intervall transformiert wurde, 
dann empfangen die Gegenstellen diese neuen Werte in 𝒪(1) sortiert und können sie in 𝒪(𝑛) ausgeben. Dies 
erfordert eine hierarchische Organisation als Binärbaum. Hierbei sendet erst der 0-Knoten und dann der 1-
Knoten an den übergeordneten Knoten. 
 
Ist der übergeordnete Knoten noch nicht besetzt, speichert er den Wert des 0-Knotens. Für jeden weiteren 
freien übergeordneten Knoten wird entsprechend verfahren und der 1-Knoten nachgezogen. Dies kann in 
insgesamt 𝒪(log 𝑛) geschehen und ermöglicht damit eine Ausgabe aller Knoten durch Traversieren des so 
entstandenen Binärbaums in 𝒪(𝑛). Das Anhängen einer Reihenfolgezahl in 𝒪(𝑛) macht gleiche Werte zuerst 
verschieden. 
 
Die Funkstrecken hängen nur von der Größe der Funkbausteine ab und der Funk darf von außen nicht ge-
stört werden. Hier bieten sich schwache (ggf. abgeschirmte) Signale und ein vorgegebener Frequenzbereich 
an. Evtl. ist erst eine Realisierung in Rechenzentren vorzusehen, solange die Funkbausteine noch relativ 
groß sind. Da z. B. Cloud Computing zunimmt, stellt dies aber kein großes Problem dar. 
 
Bei weniger Frequenzen als zu übertragenden Werten nutzen wir (optischen) Richtfunk oder verdoppeln 
die Anzahl der Sendedurchläufe für jedes weitere Bit. Sind die Frequenzwerte kleiner als die zu übertragen-
den Werte, so ist für jede Übersteigung um einen weiteren Frequenzbereich ein weiterer Sendedurchlauf 
für das Nachsortieren erforderlich. Ggf. sind für zusätzlich auftretende Werte Überlaufbereiche sinnvoll - 
etwa für Tabellenabfragen. 
 
Ordnen wir die Funkbausteine in einer geraden Linie an und legen jeweils zwei dieser Linien kreuzweise 
übereinander, so können sie ohne Überschneidung senden, wenn sie gegenüberliegend befestigt werden. 
Dann kommen wir mit einer oder wenigen Frequenzen aus. In einer Abfrage lassen sich so 𝑘 + 1 Tabellen 
in 𝒪(1) statt in 𝒪(𝑛 log𝑘 𝑛) verknüpfen. Allerdings setzt die Notwendigkeit einer seriellen Abarbeitung dem 
parallelen (Funk-) Rechnen Grenzen. 
 
Die Funktechnik kann auch benutzt werden, um paralleles Senden an parallele Addierwerke zu realisieren 
oder andere (lineare) Rechenoperationen wie etwa Vergleiche umzusetzen. Im Verbund lässt sich in Ver-
bindung mit Netzwerken und schneller Datenübertragung (z. B. DSL) parallel rechnen - etwa um (lineare) 
Optimierungsaufgaben in linearer Zeit zu lösen. Auch assoziative Probleme lassen sich so parallel lösen - 
evtl. besser als im Gehirn. 
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Internet und Co 
 
Prüfungen 
 
Die Gewährleistung der Authentizität von Informationen erfordert geeignete Sicherungsmechanismen – 
etwa bei Prüfungen. Die Authentifizierung kann über biometrische Verfahren erfolgen. Als absehbar einzige 
preiswerte Lösungen eignen sich überwachte Computer. Unüberwachte Computer lassen sich leicht über-
listen, da Mensch wie Computer unerwünschte Informationen einschleusen können. 
 
Die überwachten Computer müssen in der Lage sein, mitgebrachte erlaubte Zusatzinformationen als solche 
zu erkennen, zu speichern und zur Nutzung anzuzeigen sowie den Zugang zum Internet gezielt zu unterbin-
den bzw. zu kanalisieren. Hierzu sind sowohl geeignete Standards als auch intelligente Überprüfungsme-
thoden zu entwickeln, wenn wir einen gewissen Komfort erreichen wollen. 
 
Eine einfache Möglichkeit besteht darin, die erlaubten URLs für den Browser vorzugeben. Automatische 
Bilderkennungsverfahren, die unerwünschte Seiten herausfiltern können sollen, eignen sich nicht, da sich 
ggf. verschlüsselte Seiten evtl. nur aufwändig entschlüsseln lassen. Somit kommen nur Seiten in Frage, die 
eine feste unbestechliche Autorschaft und keine verborgenen Bereiche aufweisen. 
 
Eine zuverlässige Kontrolle kann nur dann gewährleistet werden, wenn die Manipulation der Zuordnung 
von URL und Inhalt unmöglich ist (Vorsicht bei generischen URLs!). Geeignete Passwörter können mitge-
brachte und vor der Prüfung entschlüsselte Zusatzinformationen (Prüfung im Internet) schützen. Das 
Customising der Programme für die Zusatzinformationen darf nicht zu viel Zeit beanspruchen. 
 
Hierzu sollten sich Profile der Programme passwortgeschützt sicher speichern lassen, die dann nur noch 
einzulesen sind (setzt eine entsprechende Umsetzung der Programme voraus). Sollte sich das Internet so 
weit entwickeln, dass dort jedes Programm abrufbar ist, entfällt dieses Problem. Da Spezialkenntnisse in 
der Regel auch durch Spezialprogramme zu prüfen sind, handelt es sich um etwas Wünschenswertes. 
 
Nicht über das Internet aufrufbare Programme lassen sich evtl. über geeignete kontrollierte Remoteverbin-
dungen aufrufen, wobei Geschwindigkeit kein Problem ist. Schwieriger wird es, wenn die Prüfungssituation 
spezielle Hardware erfordert (z. B. in der Chirurgie). Es wird immer Prüfungen geben, die an einen be-
stimmten Ort gebunden sind. Die meisten sind jedoch an Standardgeräten realisierbar. 
 
Um Kenntnisse aus gewissen Zeiträumen abzufragen, bietet sich ein von den Prüflingen zeitgleich zu beant-
wortender Fragebogen an, der zu verschiedenen Zeitpunkten variiert. Für das Bestehen kann ein pro Be-
reich evtl. unterschiedlicher Prozentsatz an richtigen Antworten gefordert werden. Multiple-Choice-Fragen 
erleichtern die Auswertung am Computer, solange die Spracherkennung Mängel aufweist. 
 
Bei Prüfungen per Internet kann das automatisch ausgewertete Ergebnis unmittelbar nach Prüfungsende 
bekanntgegeben werden. Die Prüfungsmöglichkeiten und -gerechtigkeit setzen irgendwann das Internet 
voraus: Niemand kann zugemutet werden alles benötigte Wissen im Gedächtnis gespeichert zu haben. Die 
unersetzliche Leistung des Menschen liegt im kreativen und Informationen verknüpfenden Bereich. 
 
Der Schutz der Persönlichkeit des Prüflings kann anonymisierte Prüfungen im Internet erfordern. Hierzu 
sollte die Prüfstelle im Internet Signaturen anbieten, mit denen sich der Prüfling nachträglich authentifizie-
ren kann. Ferner sollte die Prüfstelle anonyme (temporäre) Emailkonten zum Einsehen des Prüfungsergeb-
nisses durch den Prüfling mithilfe von Signatur und Passwort anbieten. 
 
Email 
 
Abstimmungen im Internet sind ebenfalls leicht möglich, wenn die Identität der Abstimmenden eindeutig 
geklärt werden kann. Jeder Mensch sollte bei Geburt ein kostenloses Emailkonto zugewiesen bekommen, 
an das alle Emails gesendet werden, die einer eindeutigen Authentifizierung bedürfen. Dieses Emailkonto 
hätte nach Sicherheitsaspekten sogar einen höheren Status als der Briefkasten. 
 
Es könnte bis in das frühe Kindesalter von den Erziehungsberechtigten (mit-)verwaltet werden. Dazu 
müsste jeder Mensch im Bedarfsfall Internetzugang haben (ggf. in öffentlichen Behörden). Dort könnte all 
denjenigen bei der Bedienung geholfen werden, die damit Probleme haben. Die Bedienung muss in Zukunft 
sprachgesteuert möglich sein, ohne dass eine Tastatur verwendet werden muss. 
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Jedem Menschen sollte ferner bei Geburt eine weltweit eindeutige (Nummer der) Identifikation erhalten, 
die sich wie ein Name aussprechen lässt (s. Linguistik) und als solcher offiziell dient. Diese ID dient auch als 
Unterschrift und Signatur für wichtige Dokumente. Ihre eindeutige Generierung aus unveränderlichen bio-
metrischen Daten ist überlegenswert. Einfacher ist die Abfrage in einer sicheren Datenbank. 
 
Die konsequente Verwendung der ID ermöglicht das schnelle und zuverlässige Auffinden bestimmter In-
halte über die eigene Person im Internet. Mit zunehmender Verbesserung von Spamfiltern kann das bei 
Geburt vergebene Emailkonto eindeutig und für jede Person ermittelbar an die ID gekoppelt werden: z. B. 
[ID]@mail.world. Jedem Menschen sollte kostenloser Webspace zur Verfügung stehen. 
 
Inhalte 
 
Letzterer sollte z. B. unter www.[ID].net.world erreichbar und frei von unerwünschten Inhalten sein. Hier-
über wachen von der künftigen Weltregierung bestellte AdministratorInnen. Jede Darstellung sollte aus 
Gründen der Verständlichkeit auch in der künftigen Weltsprache vorliegen. Für den offiziellen Teil kann ein 
verbindliches Profil vorgeschrieben werden. Auf einwandfreie Homepages darf verlinkt werden. 
 
Personen, die keine eigenen Inhalte einstellen wollen, sind durch Minimalinhalte vertreten, wie sie z. B. in 
einem Personalausweis zu finden sind. Jeder Mensch ist über seine gespeicherten Daten und deren Ort auf-
zuklären. Bei der Erstellung eigener Inhalte sind die Behörden im Rahmen ihrer Möglichkeiten behilflich. 
Die Erfassbarkeit durch einen einheitlichen Fragebogen bestimmt den einforderbaren Inhalt. 
 
Den Umfang der Minimalinhalte legt ein weltweit gültiges Gesetz fest. So ist z. B. eine Beschränkung auf 
Veröffentlichung von ID und Nationalität denkbar. Da die Nationalität in Zukunft angesichts der Weltbür-
gergesellschaft eine immer geringere Rolle spielt, ist durchaus vorstellbar, dass das Gesetz nur die ID als 
veröffentlichungspflichtig ansieht. Wir wissen dann nur, dass es diese ID gibt, aber nicht mehr. 
 
Der Gleichheitsgrundsatz greift hier nicht, da jeder Mensch den Umfang seiner Darstellung in der Öffent-
lichkeit selbst bestimmen darf. Die Behörden dürfen zur Wahrnehmung ihrer Pflichten wesentlich mehr 
Daten zu einer ID speichern. Jeder Mensch kann nur im Rahmen der gültigen Gesetze verlangen die über 
ihn gespeicherten Daten einzusehen. Hinreichender Datenschutz ist immer zu gewährleisten. 
 
Wer Daten auf www.[ID].net.world veröffentlicht, erteilt ausdrücklich seine Zustimmung zu ihrer Verwen-
dung für alle legalen Zwecke. Dies schließt insbesondere die automatisierte Verarbeitung ein. Jeder Mensch 
ist darüber aufzuklären, was mit seinen Daten theoretisch und praktisch geschehen kann. Somit erhält er 
darüber ein umfassendes Bild und kann die Tragweite seiner Entscheidungen erkennen. 
 
Das Recht auf freie Selbstdarstellung schließt ein, dass die veröffentlichten Daten nicht wahrheitsgemäß 
sein müssen. Dies sollte allen Menschen klar sein. Niemand kann eine Richtigstellung verlangen. Auch kann 
niemand verlangen, dass jemand die wahrheitsgemäßen, an anderer Stelle veröffentlichten Daten korri-
giert, wenn dadurch die Persönlichkeitsrechte der Beschriebenen nicht verletzt werden. 
 
Eine Person des öffentlichen Lebens kann sich in geringerem Umfang gegen Darstellungen ihrer selbst weh-
ren, da das berechtigte Interesse der Öffentlichkeit mit ihren Persönlichkeitsrechten konfligieren kann. Ein 
Kern der Persönlichkeitsrechte bleibt aber immer unverletzbar, da die Würde des Menschen gewahrt blei-
ben muss. Näheres regeln die Gesetze der Weltregierung und soll hier nicht Gegenstand sein. 
 
Eine Person darf unwahren Behauptungen über Tatsachen zu ihr mit einer Gegendarstellung begegnen. 
Diese ist auch im Internet unabhängig von ihrem Wahrheitsgehalt zu veröffentlichen. Es spielt dabei keine 
Rolle, wie oft die Homepage aufgerufen wird. Wird die Darstellung hinreichend korrigiert oder zurückge-
zogen, erlischt das Recht auf Veröffentlichung der Gegendarstellung. 
 
Die Veröffentlichungsfreiheit erlaubt, dass Veröffentlichungen über eine beschriebene Person dieser nicht 
angezeigt werden müssen, da sie das Internet aufgrund ihrer ID nach Darstellungen ihrer Person leicht 
selbst durchsuchen kann. Möchte diese Person bekanntermaßen darüber informiert werden, so sollte die-
sem Wunsch durch Mailen an ihre Wunschemailadresse entsprochen werden. Das ist kein Aufwand! 
 
Internetempfang sollte auch mobil möglich sein: über Satelliten oder hinreichend dicht verteilte Hotspots 
o. ä. Die Steuerung des Internets sollte über Sprache (Headset), Datenhandschuh bzw. Augenbewegungen 
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möglich sein. Den Monitor ersetzt eine halbtransparent zu schaltende Datenbrille (mit Prompter) mit evtl. 
unterschiedlichen Inhalten für jedes Auge – auch mit 3D-Darstellungen desselben Inhalts. 
 
Im Internet können wir für uns oder andere Rundfunksendungen künftig selbst zusammenstellen. Wir kön-
nen uns gezielt Nachrichten (von einer weiblichen, männlichen oder Kinderstimme) vorlesen lassen. Hier-
bei lässt sich die Stimme (etwa des Ehepartners) gezielt auswählen. Dies gilt auch für Musikstücke oder 
Pools. Die Kosten entsprechen in etwa denen von Hörfunk bzw. Fernsehen. 
 
Fremde Programme können mit eigenen Sendungen kombiniert werden (Live-Schaltungen mit Mikrofon 
bzw. Webcam). Beispiele sind eigene Konzerte oder Schauspielaufführungen, Kunstausstellungen mit vir-
tuellen Rundgängen und Erläuterungen, (gemeinsames) Karaoke, Werbesendungen für eigene Produkte, 
Workshops oder Konferenzschaltungen. Die Zukunft ist fast überall multimedial. 
 
Die Entwicklung der Spracherkennung und der Übersetzungsprogramme macht bei sich verzögernder Ein-
führung der weltweit einheitlichen Plansprache automatische Simultanübersetzungen über Internet vor-
stellbar. Je intelligenter die Programme sind, desto eher können sie Sprechfehler korrigieren und wenn nö-
tig Erläuterungen einflechten. Internetusern bleibt vorbehalten, was sie zulassen oder initiieren. 
 
Um Suchprozesse zu vereinfachen, wird die bestehende Idee der Crawler um (standardisierte) Informa-
tionsuserprofile erweitert. Letztere legen Userwünsche an eine Seite fest, auf die dann jede Seite durch ent-
sprechende Abfragen eingehen kann, indem sie fast ausschließlich die gewünschten Inhalte anzeigt. Hierzu 
könnte z. B. die Programmiersprache PHP bzw. der Browser erweitert werden. 
 
Für Webseiteninhalte wären dann intelligent Kategorien zu bilden, die sich abfragen ließen. Der Browser 
sollte in der Lage sein Inhalte, die über mehrere Seiten verstreut sind, auf einer Seite zusammenzufassen, 
um eine übersichtliche Darstellung zu erhalten. Konzepte der Ontologie sollten sinnvoll einbezogen werden 
(z. B. über Begriffe formulierte Abfrageregeln, die Browser bzw. PHP dann auswerten). 
 
Die Vorteile dieses Vorgehens bestehen in der freien Festlegung von Kategorien, die nicht in der Seite vor-
kommen müssen und auch aus ganzen Sätzen bestehen können, und von evtl. komplexen Regeln, ohne die 
Suchzeit erheblich zu verlängern. Da Abfragen auf Suchen in (sortierten) Daten beruhen, sind letztere evtl. 
so abzulegen, wie es Theoretische Informatik und Bezugstheorie vorschlagen. 
 
Band, Kleidung und virtuelle Realität 
 
Tragbare Computer können mit dem sogenannten Band verbunden sein, das als Multifunktionsgerät mit 
integriertem einfachen Computer der Authentifizierung dient, wie eine Uhr getragen wird und deren Funk-
tionen einschließlich Display-, Telefon- und Schlüsselfunktion übernimmt. Fast alle Funktionen des Bandes 
lassen sich durch Sprache oder Berührung jederzeit aktivieren oder deaktivieren. 
 
Es funktioniert auch ohne Computeranbindung und ersetzt einen implantierten Chip. Wird es abgelegt, löst 
nach einer vorgebbaren Zeitspanne ein Alarm aus, wenn es nicht wieder in einer gewissen Weise aktiviert 
wird. Bestimmte Funktionen sollten beim Ablegen des Bandes aus Sicherheitsgründen immer deaktiviert 
sein. Der Alarm kann den integrierten Sender Nachrichten an Sicherheitskräfte senden lassen. 
 
Wir können das Band auch per Black-Box-Funktion so einstellen, dass eine Aufzeichnung des Geschehens 
der letzten Stunden um uns herum erfolgt, die bei Eintreten eines Alarms oder auf unseren Wunsch hin 
versendet wird. Damit Kriminelle den Übertragungsprozess nicht stoppen können, bietet sich eine laufende 
und hinreichend schnelle (verschlüsselte) Übertragung an einen sicheren Computer an. 
 
Da unsere Koordinaten ebenfalls übertragen werden, ist der letzte Aufenthaltsort vor einer eventuellen 
Entführung immer bekannt. Versionen des Bandes lassen sich auch als elektronische Fesseln einsetzen. Wir 
sollten uns genau überlegen, welche Funktionen des Bandes aktiviert oder deaktiviert sind, da viele Rück-
schlüsse auf unser Verhalten möglich sind – sei die Übertragung auch noch so sicher. 
 
Moderne Kleidung kann auch zur Übertragung von Informationen dienen: So kann die Körperoberfläche 
Muster unterschiedlichen Drucks oder unterschiedlicher Temperaturen aufnehmen. Damit werden Bilder 
und Sprache leicht an Taubblinde übertragbar. Ist das Kleidungsstück mit einem Entfernungsmessgerät o-
der entsprechender Bilderkennungssoftware verbunden, kann sogar der Blindenstock entfallen. 
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Die Verbindung des Kleidungsstücks mit anderen Messgeräten ermöglicht die unauffällige Auswertung von 
Schadstoffkonzentrationen, Magnetfeldern und allem anderen, was als skalierte Substanz messbar ist bzw. 
von Programmen ausgewertet werden kann (z. B. Schwankungen in der Stimme oder der Haut oder des 
Blickkontakts des Gegenübers, die Hinweise auf bestimmte emotionale Zustände geben können). 
 
Ist das Kleidungsstück programmierbar (mit Eingaben über Stimme, Berührung oder Auswertung der Blick-
richtung), lassen sich die Messgrößen einfach wechseln, was immer wir messen wollen. Eine Verbindung 
mit Internet und Datenbanken erhöht das Informationsangebot noch einmal. Allerdings dürften auch die 
Preise mit den Anforderungen steigen – und bei hoher Stückzahl wieder fallen. 
 
Der Weg zur virtuellen Realität kann in Räumen (CAVE) neben Projektionsverfahren auf geeignet beschich-
tete Oberflächen auch über programmierbare und steuerbare (s. o.) Tapeten führen. Hierbei ermittelt ein 
Rechner das zu projizierende Bild bei im Raum vorhandenen Gegenständen (Verzerrungsausgleich). Es las-
sen sich sogar 3D-Effekte erzielen (höhere Dimensionen als Projektion). 
 
Die Raumflächen können für unterschiedliche Inhalte aufgeteilt und einzeln angesprochen werden. Die ein-
geschränkte Fähigkeit des Menschen zur Parallelverarbeitung setzt dabei allerdings Grenzen. Solange er 
kein Cyborg ist, bleibt er auf Rechnerhilfe angewiesen. Direkte Einflussnahme auf das Gehirn ist deswegen 
so reizvoll, da Eindrücke nicht materiell (Sinnesorgane) vermittelt werden müssen. 
 
Transport und Maschinen 
 
Für die schnelle und zuverlässige Warenauslieferung ab Lagern und Sammelstellen, eignen sich z. T. unter-
irdische Schnellverbindungen. Das Warenvolumen beträgt höchstens 0,125 Kubikmeter (0,5 m)3, größere 
Waren müssen evtl. langsamer transportiert werden. Computer berechnen eine optimale Netzauslastung 
und Kollisionsvermeidung. Sie informieren das Technikpersonal über aufgetretene Staus. 
 
Transportart könnte bspw. Magnetschwebetechnik in Kombination mit Vakuumtunneln sein. Die Waren 
können an gut erreichbaren Versandstellen abgeholt und aufgegeben werden. Ein Transport (mit einer an-
deren Technik) bis in die Haushalte ist vorstellbar. An den Sammelstellen können z. B. Nahrungsmittel zent-
ral zubereitet werden. Die Zentralisierung erfüllt auch ausgefallene Wünsche. 
 
Die einzelnen Behälter für den Transport können stromlinienförmig sein. Integrierte Chips steuern das un-
bemannte System. Zwischen Bestellung und Auslieferung vergehen nur wenige Minuten. Die Transportge-
bühren betragen bei gut gefüllten Behältern einen Bruchteil des Warenwerts: Autofahren sollte teurer sein. 
Viele Berufe von heute werden Roboter oder Computer übernehmen. 
 
Der Mensch bleibt nur gefragt, wo komplizierte Gespräche mit Menschen anfallen, wo kreative Leistung, 
jahrelange Erfahrung und Spezialkenntnisse gefragt sind und wo komplex organisiert und koordiniert wer-
den muss. Körperliche Arbeit und alles, wofür sich Regeln aufstellen lassen, ist anfällig für Ersatz. Unsere 
Welt wird mit deutlich weniger Menschen bei stark steigenden Bedürfnissen zu verwalten sein. 
 
Mensch und Maschine werden sich immer ähnlicher, bis sie verschmelzen. Der Mensch wird sterben, wenn 
er es will: um in die Folgewelt zu gelangen – zu einem Zeitpunkt, den er gewählt hat. Tödliche Unglücke 
werden weiterhin auftreten – aber seltener. Es wird sich die Frage nach der Herrschaft der Maschinen stel-
len: hierzu wird der Mensch allerdings eine Lösung finden müssen oder er geht unter. 
 
Eine Lösung heißt Kontrolle und Überwachung. Programme müssen die Informationen in einer Maschine 
ständig überprüfen. Bestimmte Funktionen dürfen dort nicht deaktiviert werden, ohne dass die Maschine 
selbst deaktiviert wird. Damit geht in bestimmten Bereichen ein Kodierungsverbot einher. Alternativ muss 
eine Kodierung von bestimmten Programmen simultan dekodiert werden können. 
 
Maschinen benötigen eine zentrale, fälschungssichere und turnusmäßig zu erneuernde Zulassung, die sich 
jederzeit überprüfen lässt – wie der Gesamtstatus der Maschine. Einfachere Überprüfungen müssen durch 
BesitzerInnen und Polizei möglich sein, komplexere dürften wohl SpezialistInnen vorbehalten bleiben. Ge-
setze gegen Kriminalität durch Maschinen sind zu erlassen und die Haftung ist zu klären. 
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Programmieren mit Pfeil 
 
Die zukünftige Programmiersprache Pfeil wird hier vorgestellt, deren Name einerseits auf ihre relationalen 
Grundlagen und andererseits auf ihre Geschwindigkeit („pfeilschnell“) verweist. Sie setzt modernste Konzepte 
ein, denn sie ist multilingual (die Codewörter werden einer bspw. englischen Vorgabe gegenübergesetzt), 
unicodefähig, visuell (Beziehungen werden im mehrdimensionalen Raum dargestellt, die sich nicht unbedingt 
leicht linearisieren lassen), deklarativ und funktional (es wird KI zur Codeoptimierung eingesetzt). 
 
Die für das jeweilige Programmierprojekt tatsächlich verwendete Umsetzung richtet sich nach der indivi-
duellen Problemstellung und braucht nicht (!) eigens festgelegt zu werden. Pfeil ist ferner in der Lage aus 
der Problemstellung sowohl eine schnelle als auch eine nicht unbedingt identische elegante Umsetzung für 
Darstellungszwecke zu generieren. Übersetzungen in eine beliebige für das jeweilige Problem umsetzbare 
Programmiersprache sind automatisiert möglich einschließlich der gewählten Notation. 
 
Pfeil ist in eine Entwicklungsumgebung integriert, die über ins Internet ausschwärmende Bots verfügt, um 
besonders effiziente Programme zu beschaffen, wenn diese entsprechend freigegeben sind. Diese werden 
weitestgehend nach den Vorgaben des Programmierers überprüft, wobei dieser eine bestimmte Zertifizie-
rung verlangen oder angeben kann, dass auch kostenpflichtige Programme verwendet werden, weil z. B. 
bestimmte Qualitätsanforderungen (des Auftraggebers oder der Gesetze) zu erfüllen sind. 
 
Hierzu werden gewisse Standards eingeführt, denen (Pfeil-) Programme genügen müssen, um Schäden zu 
vermeiden. So ist z. B. zu verlangen, dass die Haftungsfrage eindeutig geklärt ist, da ein Automatismus 
schwer zur Verantwortung gezogen werden und ab einer gewissen Programmkomplexität die Beweislage 
schwierig sein kann. Pfeil kann (ggf. durch Hinzufügen einer Zeitachse und KI) sowohl als Auszeichnungs-
sprache (zu Dokumentationszwecken) wie als echte Programmiersprache verwendet werden. 
 
Automatisches Beweisen erleichtert die Umsetzung in andere Programmiersprachen und ermöglicht auch 
Ergebnisse, die in der Informatik bzw. Mathematik Bestand haben. Die Nachvollziehbarkeit ist durch das 
Herunterbrechen bis auf einfachste Zusammenhänge gegeben. Der Einsatz von KI ermöglicht das Speichern 
von optimierten Codestrecken, deren Parameter durch maschinelles Lernen ermittelt sein können. Pfeil er-
laubt verteiltes Rechnen, indem Ressourcen individuell erschlossen und genutzt werden. 
 
Das Bindeglied zwischen verschiedenen Entitäten ist der eine Beziehung ausdrückende Pfeil: so lassen sich 
𝑚:𝑛-Beziehungen nicht nur leicht und elegant notieren, sondern auch effizient implementieren. Pfeil ist eine 
Programmiersprache, die tatsächlich Arbeit abnimmt, indem ein Programmierer nicht mit Details belastet 
wird, die er nicht versteht, aber sich bspw. aus maschinellem Lernen ergeben. Er kann zwar selbst optimie-
ren, aber die für Pfeil eingesetzten Rechner haben ihm zu viel an Effektivität voraus. 
 
Pfeil gibt dem Programmierer nützliche Hinweise wie seine Programmierung aussehen muss, indem ver-
gleichbare Problemstellungen automatisch gesucht und vorgeschlagen werden. Die Beziehungen erlauben 
eine informatische Darstellung des Anschauungsraums, der ein immer komplexeres maschinelles Verste-
hen ermöglicht. Konzepte der Quantenprogrammierung können genauso selbstverständlich umgesetzt 
werden, da Pfeil mit allen nicht zu seltenen Hardwarerealisierungen umgehen kann. 
 
Pfeil kann besonders gut mit mehrläufigen Prozessen umgehen: aus einer einfachen Eingabe werden opti-
mierte Abfolgen errechnet, bei denen sich der Programmierer nicht um die Details kümmern muss, aber 
aus der von Pfeil erzeugten Ausgabe entnehmen kann, inwieweit sein Programm korrekt ist bzw. wo noch 
Verbesserungen nötig sind. Diese könnte Pfeil nur wissen, wenn die Intentionen des Programmierers ein-
deutig wären. Beispiele sind hier Netzwerkflüsse, Optimierungs- und Transportprobleme. 
 
Menschen können parallele Programmierung nicht leicht umsetzen, da hier so viele Bedingungen zu be-
rücksichtigen sind, dass dies meist nur ausgesprochene Spezialisten vermögen. Pfeil hingegen kann auf vor-
gefertigte Grundgerüste zurückgreifen, die es mithilfe von KI anpasst. Hierbei ist weniger an einfache als an 
komplexe Modelle gedacht, die ein Mensch kaum durchschauen kann. Auch dabei ist deutlich auf die mora-
lische Integrität der Menschen zu verweisen, weil sich sonst viele Nachteile ergeben können. 
 
Diskussion: Pfeil ist insofern nötig, als die Welt immer komplexer wird und deren Zusammenhänge das 
menschliche Fassungsvermögen sowie die Vorstellungskraft übersteigen. Ferner werden die Probleme im-
mer größer und sind von Einzelnen nicht mehr zu lösen. Insgesamt wird der Lösungsprozess für die 
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Menschen immer unbefriedigender und macht die Welt immer weniger lebenswert. Optimistisch gesehen 
bleibt Pfeil damit für die Menschen eine der wenigen Auswege aus dem bisherigen Unheil. 
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Superrechner 
 
Welche Eigenschaften sollte ein Superrechner haben, der besonders schnell ist? Wie sollte sein Speicher 
aufgebaut sein? Inwieweit weicht er von herkömmlichen Rechnerarchitekturen ab? Wie kann dies an den 
Beispielen der Grundrechenarten und der Matrizenmultiplikation verdeutlicht werden? 
 
Im Folgenden wird mit einer Bit-Länge von 64 gerechnet. Diese kann in der Praxis aber höher sein. Grund-
lage sind u. a. besonders schnelle Zählleitungen, die bei der Addition bitweise eingesetzt werden. Eine Zähl-
leitung wird z. B. von Teilchen wie Photonen oder Elektronen in einem geeigneten Medium durchflossen, 
auf das es hier aber nicht ankommt, da nur das theoretische Konzept geschildert wird. Diese zählen die 
Anzahl gesetzter gleichwertiger Bits von mehreren aneinander liegenden Binärzahlen. 
 
Entscheidend ist die hohe Geschwindigkeit der Teilchen. Die 64 Anzahlen pro Bit werden wieder als Binär-
zahlen gespeichert und (bitweise verschoben) addiert. Da dies parallel geschieht, wird eine Additionsge-
schwindigkeit von 232 Binärzahlen mit Bit-Länge 32 in 𝒪(1) erreicht. Subtraktionen werden über das Zwei-
erkomplement realisiert. Fortgesetzte Addition ermöglicht Multiplikation und über die Inversenbildung die 
Division. Ein hierarchischer Speicher ermöglicht schnelle Vergleiche (s. Funkrechnen). 
 
Zur schnellen Multiplikation zweier o. B. d. A. quadratischer Matrizen mit jeweils 2𝑛 Einträgen für 𝑛 ∈ νℕ 
werden diese durch simultane Replikation (d. h. gleichzeitiges Versenden und Speichern) in eine Speicher-
kugel geschrieben. In deren Knoten, in denen beide Einträge von jeweils einer Matrix gespeichert ist, findet 
die Multiplikation in 𝒪(1) statt. Anschließend werden die Einträge einer Zeile wie oben geschildert über 
Zählleitungen parallel in 𝒪(1) addiert, was die Ergebnismatrix berechnet. 
 
Hierbei befindet sich die Wurzel in der innersten Schale, deren Blätter in der nächstäußeren Schale usf. Die 
Schalen sind drehbar gelagert, um Abnutzungs- bzw. Überanspruchungseffekten der innersten Knoten vor-
zubeugen. Die Kontakte (Pins) befinden sich in ebenfalls drehbar gelagerten eigenen Schalen. Die Speicher-
adressen werden verwaltet wie in einem virtuellen Speicher, der rechnerisch auch einem Speicherwürfel 
entsprechen kann. Von Zeit zu Zeit werden die Schalen gedreht, auch bei Ausfällen. 
 
Das vorgestellte Speicherkonzept ist ebenfalls für andere Hardwarekomponenten geeignet wie Festplatten. 
Es ermöglicht kürzere Wege als das herkömmliche. Dies ist vorteilhaft für die Indizierung von Datenbank-
tabellen, Schwarmerkundungen und Threads. Die austauschbare kugelförmige Wurzeleinheit ist mehrfach 
redundant ausgelegt, um ein vernünftiges Ausfallkonzept zu haben. Um an sie von außen zu gelangen, lässt 
sich der Speicher aufklappen. Von der jeweiligen Wurzel geht je ein Speicherbaum aus. 
 
Insgesamt ist so (virtuell) ein einziger Speicherbaum adressierbar (sogenannte Speicherdualität). Dies er-
laubt schnelle Sortierverfahren wie Bitsort (s. Theoretische Informatik). Dazu sind die Speicherzellen even-
tuell als einfachere Prozessoreinheiten mit eigener Intelligenz zu realisieren. Aus technischen oder rechne-
rischen Gründen können sie auch doppelt ausgelegt sein. Dieses Konzept kann in reduzierter Form bei PCs 
verwendet werden. Auf jeden Fall ergibt sich ein deutlicher Geschwindigkeitsgewinn. 
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Theoretische Informatik 
 
Das Folgende setzt die Mengenlehre voraus und beantwortet für 𝑘, 𝑚, 𝑛 ∈ νℕ die Fragen: Wie lassen sich 
𝑛 = 𝑒𝜎 ≤ 𝑘𝑚 im Stellenwertsystem zur Basis 𝑘 kodierte Werte in 𝒪(1) sortieren? Wie lassen sich zwei Matri-
zen ∈ νℝ𝑛×𝑛 in 𝒪(𝜎) multiplizieren? Wie lässt sich das Minimal- bzw. Maximalgerüst eines Graphen mit 𝑛 
Knoten in 𝒪(𝜎) berechnen? Was ist die Antwort auf das Halteproblem? Warum gilt 𝑃 = 𝑁𝑃? 
 

Sei der Speicher teilweise in Form eines Binomial-Baumes der Ordnung 𝑘 mit km̀ Speicherplätzen organi-

siert, wobei km̀ = 2ℎ mit ℎ ∈ νℕ gelte. Jeder Speicherplatz sei in der Lage einen zu sortierenden Wert kom-
plett aufzunehmen und jeder Kante entspreche eine Datenleitung. Ein fortlaufend mehrfachen Werten an-
gehängter Index bildet zusammen mit dem alten Wert den neuen. Jeder 𝑗-te Zwischenknoten korrespondiert 
hierarchisch mit der 𝑗-ten Stelle zur Basis k des zu sortierenden Wertes. 
 
Speichern die Blätter statt der Werte deren Adressen (in einem Schritt) lassen sie sich (in einem weiteren) 
sortiert in die Wurzel zurückholen. Hierbei werden sie maximal so weit in den Baum geschoben, bis sie sich 
trennen. Geht ein Wert durch einen Zwischenknoten, setzt dieser sein Bit auf 1, aber auf 0, falls der Zwi-
schenknoten keinen auszulesenden Nachfolger hat. Die Sortierreihenfolge bestimmt den ersten Wert. Spei-
chern, Nachfolger prüfen, Bits maskieren und auslesen dauert 𝒪(𝑛). 
 
Hier und im Folgenden wird eine Speicherarchitektur mit autonomen Speichereinheiten verwendet, die über 
einfache rechnerische Möglichkeiten verfügt. Sie lässt sich auch durch zusammengeschaltete verteilte Rechner 
simulieren. Die Komplexität erhöht sich durch Einsortieren eines zusätzlichen Wertes um 𝒪(𝜎), da dies einer 
binären Suche entspricht. Sie ist antiproportional zur Anzahl der Baumknoten im Speicher. Das Verwenden 

von 𝑑 ∈ νℕ Datenleitungen verringert sie um den Faktor d̃. 
 
Belegen die Werte das 𝑔-fache eines Speicherplatzes, erhöht sie sich um den Faktor 𝑔. Enthält der Speicher 
keinen Binomial-Baum der Ordnung 𝑘, erhöht sie sich um den Faktor 𝑘𝑛, weil jeder Zwischenknoten zu ei-
nem Wert zu lesen ist. Ein anderweitiges Nutzen der ersten 𝑘𝑝 Speicherplätze mit 𝑝 ∈ νℕ erfordert ein Durch-
suchen aller Zwischenknoten der 𝑝-ten Stufe. Die Komplexität erhöht sich bei gut gefülltem Speicher mar-
ginal, andernfalls um den Worst-Case-Faktor 𝒪(𝑘𝑝). 
 
Die zu multiplizierenden Matrizen sind so quadratweise je 𝑛-fach in einem Speicherwürfel abzulegen, dass 
jede Speichereinheit zwei Werte multipliziert und jeder Eintrag der Produktmatrix als Summe mit 𝑛 Sum-
manden in 𝒪(𝜎) bestimmt wird (Vektorrechner). Matrixmultiplikation lässt sich auch über adressierte 
schwärmende Einträge realisieren. Tensorprodukte lassen sich effizient durch 𝑛-Speicherwürfel abbilden, 
die durch entsprechende Datenleitungen im dreidimensionalen Raum verbleiben. 
 
Der optimale Sortieralgorithmus Bitsort sortiert stabil mit der Zeitkomplexität 𝒪(𝑛) und benötigt 𝒪(𝑛) zu-
sätzlichen Speicherplatz. Voraussetzungen: Je zwei Werte liegen als Bitfolge vor, lassen sich in 𝒪(1) verglei-
chen und ebenso deren sämtliche Bits abarbeiten. Ferner sei der Speicher teilweise als Binärbaum realisiert 
und der Weg von Wurzel bis Blatt kann ebenfalls in 𝒪(1) durchlaufen werden. 
 
Ist 𝑝 ∈ νℕ die Anzahl der parallelen Schritte für paralleles Bitsort, so ist die Zeitkomplexität 𝒪(p̃𝑛). Jedes 
Einfügen in den stets sortierten Baum bzw. Ausgeben eines Wertes hat die Zeitkomplexität 𝒪(1). Der Spei-
cher sei mit folgender Intelligenz versehen: Jeder Baumknoten speichert den ihn erreichenden Wert selb-
ständig und kann ihn an den nächsten Baumknoten weitergeben, wenn er schon besucht wurde, bzw. an-
dernfalls seine Adresse an die Zentraleinheit zurückgeben. Der Wurzel entspricht kein Bitwert. 
 
Begonnen wird bei dem höchstwertigen Bit eines Wertes. Jedes seiner nacheinander abgearbeiteten Bits 
bestimmt den nächsten Knoten innerhalb des Binärbaumes. Wurden alle Bits abgearbeitet oder ergibt sich 
ein Unterschied zum verglichenen Bit und wurde der zugehörige Knoten noch nicht besucht, speichert der 
folgende Knoten ggf. die nicht im Baum liegende Adresse der restlichen Bitkette des Wertes bzw. die Anzahl 
der Werte für diesen Knoten bei unerheblicher Reihenfolge gleicher Werte. 
 
Die Zeitkomplexität aller Verfahren, die Werte mit einer Bitlänge 𝑏 = 𝑞𝑎 ∈ νℕ bei Adresslänge 𝑎 ∈ νℕ sortie-
ren, erhöht sich pro Wert von 𝒪(1) auf 𝒪(𝑞). Ist 𝑟 der Durchschnittswert von 𝑞, ist in der Zeitkomplexität 
des Sortierverfahrens mindestens ein 𝒪(𝑛) durch 𝒪(𝑟𝑛) zu ersetzen. Ist 𝑠 ∈ νℕ die durchschnittliche Anzahl 
der verschiedenen (!) Werte, die in einem Bucket nach Sortierung bis Bitlänge 𝑎 landen und deren Bitlänge 
größer als 𝑎 ist, so beträgt die Zeitkomplexität des Verfahrens 𝒪((𝑒𝑠 + 𝑟)𝑛). 
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Dabei werden die erwähnten Werte eines Buckets pro Bucket in einem AVL-Baum abgelegt oder in einem 
B-Baum bei Ablage in einem zum Hauptspeicher relativ langsamen externen Speicher. Dort wird jeweils nur 
mit dem signifikanten Teilwert der Adresslänge eines Wertes gearbeitet. Der Verzicht auf vollständig sor-
tierte Werte nach jedem Abarbeiten eines Wertes reduziert die komplette Sortierung durch Verwendung 
von zwei Hauptspeicherbereichen zeitlich auf 𝒪(𝑟𝑛). 
 
Der zweite Hauptspeicherbereich wird nach jedem Durchlauf gelöscht, um für den nächsten Durchlauf zur 
Verfügung zu stehen, bis ein Bucket abgearbeitet ist. In den ersten Hauptspeicherbereich werden stets nur 
die Adressen in der aktuellen Sortierreihenfolge zurückgeschrieben, bevor die Werte mit gleichem soeben 
abgearbeitetem Teilwert weiter sortiert werden. Für den schnellen Zugriff auf jeden Teilwert ist jeder Wert 
zusammenhängend im Speicher abzulegen. 
 
Die Verwendung des 𝒪(𝑟𝑛)-Verfahrens für die Stammdaten und des 𝒪((𝑒𝑠 + 𝑟)𝑛)-Verfahrens für die Bewe-
gungsdaten kombiniert beide gut. Damit lassen sich insbesondere schnell Tabellenindizes anlegen. Bei um-
fangreichen Tabellen macht es einen deutlichen Unterschied, ob ein Index in 𝒪(𝑟𝑛) statt in 𝒪(𝑟𝜎𝑛) angelegt 
wird und sich dann ein Wert durchschnittlich in 𝒪(𝑒𝑠 + 𝑟) statt in 𝒪(𝜎 + 𝑟) oder schlechter suchen lässt. 
Sortieren durch Mischen sortierter Listen ist ebenfalls in 𝒪(𝑟𝑛) möglich. 
 
Diskussion von Bitsort: Es ist unter den angegebenen Voraussetzungen optimal sowie für die parallele Pro-
grammierung, den schnellen laufenden Aufbau von Tabellenindizes in Datenbanken und die Suche darin 
gut geeignet. Seine Hardwareimplementierung ist eher ungewöhnlich. 
 
Sei 𝑛 ∈ νℕ die Anzahl der Knoten eines endlichen schlichten zusammenhängenden Graphen. (Ist er nicht 
schlicht, lässt ein Aussortieren in 𝒪(𝑛) nur die kleinste parallele Kante und keine Schlingen zu. Ist er nicht 
zusammenhängend, werden in 𝒪(𝑛) alle isolierten Knoten entfernt.) Bei Ausschluss negativer Gewichte be-
nötigt der Algorithmus von Dijkstra 𝒪(𝑛) Schritte für jeden minimalen Weg in dem Graphen, da Sortieren 
sowie paralleles Addieren und Vergleichen in 𝒪(1) möglich ist. 
 
Dessen Minimal- oder Maximalgerüst lässt sich in 𝒪(𝜎𝑛) oder gar in 𝒪(𝜎) berechnen. Die Kanten eines Knotens 
lassen sich parallel in 𝒪(𝑛) bzw. 𝒪(1) sortieren. Seien alle Kanten zu Beginn weiß gefärbt. Jeder Knoten 
hängt die kleinere und dann die größere Zahl der beteiligten Knoten der Kante mit dem kleinsten Gewicht 
aller weiß gefärbten Kanten, die von ihm ausgehen, an dieses Bit für Bit als Wert an. Er speichert den kleins-
ten Wert, der ihn erreicht. Dies ist in 𝒪(𝑛) bzw. 𝒪(1) möglich. 
 
Das Schwarzfärben der Kanten zwischen jeweils zwei Knoten desselben Minimalgerüsts benötigt maximal 
die gleiche Zeit. Jeder Knoten hat dann einen nächsten Nachbarknoten. Ein Fortfahren mit den weiß gefärb-
ten Kanten in 𝒪(𝑒𝑛) Schritten kann den kleinsten Wert eines Minimalgerüsts in 𝒪(𝑛) bzw. 𝒪(1) bestimmen, 
bis das gesamte Minimalgerüst in 𝒪(𝜎𝑛) bzw. 𝒪(𝜎) entstanden ist. Für ein Maximalgerüst werden alle Kan-
tengewichte von einer hinreichend großen Konstanten subtrahiert. 
 
Haltesatz: Um ein festes 𝑟𝑚 der Zahl 0,𝑟1𝑟2…𝑟𝑚 zu erreichen, hält ein Programm für beliebige (Pseudo-) Zu-
fallszahlen 𝑟𝑗 ∈ νℕ mit 𝑘 ∈ νℕ* Stellen und Basis 𝑝 := 2𝑘 in 𝑚 ∈ ℕ* Schritten mit der Wahrscheinlichkeit p̃. 
 
Beweis: Dies ist ein optimales Ergebnis der Wahrscheinlichkeitsrechnung (vgl. [973], S. 10 - 40). 
 
Bemerkung: Zufall ist unentscheidbar. Damit existieren Programme, die mit beliebiger Wahrscheinlichkeit 
halten, und es folgen die Gödelschen Unvollständigkeitssätze. Der Gödelsatz "Ich bin nicht beweisbar." ist 
insofern sophistisch, als er das Scheinargument Petitio Principii ex negativo aufweist. Um das Halteproblem 
zu lösen, ist ein Selbstbezug unsinnig, der ein Halten gleichzeitig gebietet und verbietet. Die Selbstreferenz 
macht das Diagonalargument für das Halteproblem unzulässig. 
 
Satz: Ist ℒ die Menge aller Typ-0-Sprachen ℒ𝑘 aus endlichen Wörtern mit Maximallänge ν für mittendliches 

|ℒ| = 2(νν+1-1)/ν́ (unter Anwendung der GR) und 𝑘 ∈ {1, …, |ℒ|}, gilt 𝑃 = 𝑁𝑃 = ℒ. 
 
Beweis: Da sich jede deterministische Turingmaschine auch als nichtdeterministisch auffassen lässt (vgl. 
[972], S. 162, 318 und 361 f.), gilt 𝑃 ⊆ 𝑁𝑃. Es enthält 𝑃 alle linearen Sprachen ℒ𝑘 und 𝑁𝑃 nur solche. 
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Mathematik 
 
Die im Folgenden erzielten Ergebnisse in den Teilgebieten Mengenlehre, Topologie, Nichtstandardanalysis, 
Zahlentheorie, euklidische Geometrie, lineare Optimierung, wissenschaftliches Rechnen und theoretische 
Informatik sind als sensationell zu bezeichnen! Bekannte Aussagen und grundlegende im Folgenden nicht 
definierte Begriffe wie Axiom, Körper usw. werden wie in der einschlägigen Literatur oder bei Wikipedia 
beschrieben vorausgesetzt. Daher werden hier nur abweichende oder klarstellende Definitionen gegeben. 
 
Eingeklammerte Satzteile können abweichend vom herkömmlichen Gebrauch der näheren Erläuterung ent-
weder stehen oder nicht: beide Bedeutungen sind gültig. Beweise werden mit  abgeschlossen und Defini-
tionen mit . Die Endlichkeit der Welt bereitet der Behandlung des Unendlichen gewisse Schwierigkeiten. 
Sind Zahlen Nullstellen eines Polynoms mit (endlichen) ganzen Koeffizienten, dessen größter Exponent sei-
nes Arguments sein Grad ist, heißen sie algebraisch, andernfalls transzendent. 
 
Es ist zu überlegen, ob die Anzahl der Elemente der Menge der algebraischen Zahlen endlich oder unendlich 
zu definieren ist. Die Algebra lehrt, dass Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier algebraischer Zah-
len von natürlichem Grad 𝑚 bzw. 𝑛 algebraisch maximal vom Grad 𝑚𝑛 sind und die 1/𝑚-te Potenz einer 
algebraischen Zahl vom Grad 𝑛 ebenfalls algebraisch maximal vom Grad 𝑚𝑛 ist. Transzendente Zahlen sind 
die Summe eines algebraischen Hauptteils und eines transzendenten Rests. 
 
Ist die Transzendenz einer Zahl zu untersuchen und der Rest durch den Grenzwert einer Nullfolge (𝑎𝑛) ge-
geben, dürfen die Folgenwerte für große 𝑛 nicht einfach weglassen werden: Sie sind entscheidend. Trans-
zendente Zahlen sind alle Zahlen, die zwischen den algebraischen liegen oder jenseits von diesen. Die Zah-
lentheorie zeigt, dass zwischen zwei dicht genug beieinander liegenden verschiedenen transzendenten Zah-
len (algebraischen vom Grad 𝑚) keine algebraische Zahl (vom Grad < 𝑚) liegt. 
 
Endliche reelle Brüche bilden mit den unendlichen bzw. rein komplexen Brüchen numerisch bereits alle 
reellen bzw. komplexen Zahlen. Daher unterscheiden sich algebraische und transzendente Zahlen nume-
risch nicht bei hohen Graden und Approximationen sind von geringer Aussagekraft über die Algebraizität 
von einem bestimmten Grad. Nicht als endlicher Bruch abbrechende reelle Kettenbrüche sind transzendent, 
da sie einen unendlichen Nenner besitzen. Sie können algebraische Zahlen nur annähern. 
 
Da alle reellen Zahlen näherungsweise endliche Zahlen sind, lassen sie sich in Echtzeit berechnen. Die trans-
zendenten Zahlen erlauben sich im Gegensatz zu algebraischen Zahlen, wo mit den zugehörigen Minimal-
polynomen oder -reihen argumentiert werden sollte, mit einer beliebig genauen unendlich kleinen Genau-
igkeit zufriedenzugeben. Erstere lassen sich daher als reelle Brüche mit unendlichem Zähler und Nenner 
ansetzen. Definitionen eignen sich besser als Axiome. 
 
Die endliche Definition bietet deutliche Handhabungsvorteile und ist traditionell. Es wird gezeigt, dass die 
Mengen der natürlichen, ganzen, algebraischen, reellen und komplexen Zahlen nicht abgeschlossen sind. 
Damit ist die Differenz algebraischer Zahlen nicht mehr notwendig algebraisch, was die Theorie der trans-
zendenten Zahlen erschwert. Eine unendliche reelle und transzendente Zahl kann aus einem endlichen Ket-
tenbruch bestehen. Hier kann der letzte Teilnenner unendlich groß sein. 
 
Würde sie einer herkömmlich rationalen Zahl gleichgesetzt, indem der letzte Teilbruch entfernt würde, so 
wäre sie gleichzeitig Lösung einer linearen Gleichung mit (unendlichen) ganzen Koeffizienten. Wird die 
erste Gleichung von der zweiten mehrmals abgezogen und die Lösung jeder neu entstandenen Gleichung 
bestimmt, führt diese Gleichsetzung zu Widersprüchen. Korrekt ist dagegen das Arbeiten mit Näherungs-
brüchen. In der Praxis (der Informatik) helfen oftmals hinreichend kleine formale Systeme. 
 
Ein Beginn mit der Menge der herkömmlich natürlichen Zahlen ermöglicht durch (herkömmlich und un-
endliche natürliche) Induktion zu zeigen, dass nach Cantor bis in jede beliebige Potenz diagonalisiert wer-
den kann. Werden Hilberts Translationen ins Unendliche zu Hilfe genommen, sind alle (!) unendlichen Men-
gen gleichmächtig zur Menge der herkömmlich natürlichen Zahlen. 
 
Dieser Widersprüchlichkeit begegnet der Satz, dass zu keiner Menge eine Bijektion zu ihrer echten Teil-
menge existiert. Damit werden u. a. Dedekind-Unendlichkeit und Hilberts Hotel widerlegt, da die Bildmen-
gen von Translationen jeder Menge aus dieser herausführen. Jede Anzahl der Elemente einer Menge lässt 
sich durch Bezug auf die Menge der herkömmlich natürlichen Zahlen angeben. Dies leistet nur die genaue 
Konstruktionsvorschrift. Deshalb wird ℕ als Referenzmenge herangezogen. 
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Die Anzahlen der Mengen ℕ und ℤ unterscheiden sich. Cantor hat solche Mengen als gleichmächtig angese-
hen. Die richtige Betrachtung der Bijektionen ergibt jedoch ein anderes Bild. Das bisher um Ordinal- und 
Kardinalzahlen gemachte Aufheben entfällt. Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz erlauben Sum-
men bei korrektem Rechnen (mit den Landau-Symbolen) beliebig umzusummieren. 
 
Cantors Unterscheidung zwischen lediglich abzählbaren und überabzählbaren Mengen ist nicht differen-
ziert genug. Die korrekte Behandlung von Bijektionen ergibt, dass anzahlmäßig zwischen der Menge der 
herkömmlich natürlichen Zahlen und der der herkömmlich reellen Zahlen unendlich viele Mengen liegen. 
Damit erhält die Kontinuumshypothese eine neue Antwort. Die Periode 2π muss Sinus und Kosinus definie-
ren, da deren Potenzreihen nur für endliche Argumente konvergieren. 
 

Die Menge ℝ aller reellen Zahlen ist isomorph zu einer Menge (hyper-)natürlicher bzw. ganzer Zahlen. Sie 

hat sowohl ein festes minimales als auch ein festes maximales Element, da von einer ganzheitlichen und 

vollständigen Betrachtung von ℝ ausgegangen wird. Hieraus folgt zusammen mit den Körperaxiomen ihre 

Abgeschlossenheit. Andernfalls wäre eventuell die bisherige Theorie immer wieder an die Gegebenheiten 

anzupassen. Als Folgen notierte Zahlen sind schlichtweg unhandlich (vgl. [741], S. 15 f.). 
 
Weder Dedekindsche Schnitte noch Äquivalenzklassen von reellen Cauchy-Folgen eignen sich zur Defini-
tion der reellen Zahlen. Eine Kreisscheibe ohne ihren Rand stellt herkömmlich eine offene Menge dar, weil 
dann jeder Punkt von ihr eine herkömmliche Umgebung hat, die ganz in dieser Menge liegt. Werden nach-
einander die Punkte auf einer Halbgeraden vom Kreisscheibenmittelpunkt bis zum Rand betrachtet, muss 
es auf dieser Halbgeraden hin immer eine echte Umgebung für jeden Punkt geben. 
 

Diese bisherige Vorstellung negiert jedoch "das Ende der Fahnenstange", demzufolge jede solche Halbgerade 

einen Punkt im Inneren der Kreisscheibe ohne herkömmliche Umgebung dort aufweisen muss. Somit ist der 

Offenheitsbegriff bei Mengen untauglich (vgl. [819], S. 36). Wird die Einheitskreisscheibe um den Koordina-

tenursprung betrachtet, so ist der letzte Punkt der Halbgeraden [0, 1[ dual dargestellt der Punkt 0,⥘2 ohne (!) 

Umgebung und der nächste Punkt ist der Randpunkt 1. Dazwischen liegt kein weiterer Punkt. 

 

Daher ist jede Kreisscheibe ohne Rand zugleich abgeschlossen, weil die betrachteten Endpunkte der Halbge-

raden gerade den Abschluss als Rand bilden. Da auf ihrem Rand keine Umgebung existiert, ist auch jede abge-

schlossene Menge im euklidischen Raum sinnlos. Jede offene Menge ist dort zugleich abgeschlossen. Diese 

Absurdität verstört, wenn die infinitesimalen Größen differenziert betrachtet, also insbesondere die Zahlen 1 

und 0,⥘2 nicht gleichgesetzt werden. 
 
Wie in der Zahlentheorie erläutert wird, würde dadurch Algebraizität (1) und Transzendenz (0,⥘2) gleich-
gesetzt werden. Die herkömmliche Differentiation und Integration verwischen durch herkömmliche Grenz-
wertbildung die genaue Unterscheidung von Transzendenz und Algebraizität. Dies ist z. B. für die exakte 
Bestimmung von Nullstellen problematisch. Daher lässt sich die herkömmliche Analysis in der bestehenden 
Form nicht aufrechterhalten und benötigt gangbare Alternativen. 
 
Genauso absurd ist der unendliche Durchschnitt offener Mengen wie der aller offenen konzentrischen 
Kreisscheiben, der eine abgeschlossene Menge bilden kann, genauer: den gemeinsamen Kreisscheibenmit-
telpunkt. Eine unendliche Vereinigung abgeschlossener Mengen kann eine offene Menge wie eine offene 
Kreisscheibe als Vereinigung aller deren Punkte als abgeschlossenen Mengen bilden. Eine 0-dimensionale 
Menge (Punkt) ist offen, weil hier jede Umgebung ebenfalls aus einem Punkt besteht. 
 
Deshalb ist sogar die leere Menge ∅ abgeschlossen und als Folge der gesamte euklidische Raum, was sich 
bei Kugeln auf höhere Dimensionen verallgemeinern lässt. Dieser Spezialfall macht auch den allgemeinen 
Fall absurd bzw. sinnlos: Die Betrachtung von offenen bzw. abgeschlossenen Mengen eignet sich bei metri-
schen und topologischen Räumen nicht. Insbesondere mutet die herkömmliche Definition des topologi-
schen Raumes seltsam inhaltsleer und willkürlich an. 
 
Das Zulassen infinitesimaler Radien (mit unendlichem reziprokem Wert) macht die Begriffe innerer bzw. 

äußerer Punkt sowie Randpunkt jedoch sinnvoll. Der herkömmliche Irrationalitätsbeweis von √2 enthält 
eine gewisse Dialektik und ℝ die multiplikativ Inversen meist nur näherungsweise. Thema sind auch her-
kömmlich nicht messbare, mitt- und unendliche Mengen sowie unstetige Funktionen. Jede probabilistische 
Aussage ist erst gewiss, wenn alle ihre relevanten Möglichkeiten verifiziert wurden. 
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Die Gegenläufigkeitsregel besagt auch im Komplexen, dass bei zu unstetigen Funktionen für die Integration 
über identische Wege in positiver und negativer Umlaufrichtung der gleiche (!) Funktionswert von beiden 
möglichen auszuwählen ist. Dies vermeidet einen anderen signifikanten Wert, sodass der Wert des Integrals 
über beide Richtungen gerade 0 ist. Der Satz von Stokes lässt sich auch allgemein beweisen (vgl. [764], S. 
625 f.). Funktionswerte können Werte überspringen, die dann nicht gemessen werden. 
 
Der Riemannsche Umordnungssatz gilt nicht, da sich das Kommutativgesetz auch im Unendlichen nicht aus-
hebeln lässt: Es stellt nicht zu vertretende Willkür dar, wenn einzelne Summanden ins vernachlässigbare 
Unendliche verlagert, ohne weiter berücksichtigt zu werden. (Im Komplexen) erlaubt die diskrete Fourier-
transformation die Koeffizienten von Taylorreihen besonders leicht zu berechnen. Die lineare Algebra er-
möglicht die meisten Differenzialgleichungen numerisch ebenso effizient zu lösen. 
 
Bei partiellen Differenzialgleichungen werden die Variablen anderer Dimensionen außer einer festgehalten. 
Hierbei werden Matrizen durch Tensoren ersetzt und Beträge über die Signumfunktion berücksichtigt. Die 
Definition des exakten Integrals in der Nichtstandardanalysis über eine Rechteckregel kann Fehlerabschät-
zungen erfordern (vgl. [564], [945] und [742]). Soll eigentliches Integrieren als Umkehren der Ableitung 
über bloßes Summieren hinausgehen, macht es nur für stetige Funktionen Sinn. 
 
Das exakte Volumenintegral hat gegenüber herkömmlichen die einfachste Handhabung. Seine uneigentliche 
Form ergibt sich analog. Das Zusammenfassen von Funktionswerten zu endlich vielen davon erlaubt auch 
das Integral für unstetige Funktionen zu berechnen. Hierbei bieten sich u. a. die beiden Euler-Maclaurin-
Formeln oder eine geeignete Landau-Notation an. Beachtenswert ist, dass Stetigkeit bei Integral und Ablei-
tung nicht vorausgesetzt wird. Dies ermöglicht eine entsprechende Definition. 
 
Liegt das Ergebnis der Differentiation außerhalb des Definitionsbereiches 𝐷, so werde es durch die zu ihm 
am dichtesten liegende Zahl innerhalb von 𝐷 ersetzt. Ist diese nicht eindeutig bestimmt, so bestehe das Er-
gebnis aus (einer von) mehreren Zahlen (z. B. nach einer einheitlichen Regel). Das exakte Integral ist allge-
meiner gültig als z. B. Riemann- oder Lebesgue-(Stieltjes-)Integral. Letztere existieren nur in herkömmlich 
messbaren Mengen. Extrapolationen können Knickstellen aufdecken. 
 
Der zu Nachfolger duale Begriff Vorgänger wird meist nicht noch einmal eigens erwähnt, sondern ist mit-
zudenken. Nur drei Beispiele der Nichtstandardanalysis verdeutlichen deren Überlegenheit und die Stärke 
der Verwendung infinitesimaler bzw. unendlicher Werte. Die herkömmliche und zu ausladende Notation 
von Summen (Σ), Produkten (Π), Differentialen (d und ∂), Integralen (∫) und Wurzeln (√) wird vermieden. 
Dieses Buch basiert auf ISO 80000-2:2019 (Größen und Einheiten – Mathematik). 
 
Das Verwenden von 1/∞ statt 0 vermeidet die Division durch 0 und eine vage Grenzwertbildung, aber er-
fordert genau zu überlegen, wo überall das Ersetzen sinnvoll ist, damit kein Widerspruch bei einem Sym-
bolwechsel entsteht. Es gestattet auch Integral und Differential für jede Operation auf den reellen und kom-
plexen Zahlen so zu definieren, dass jede Funktion überall dort zumindest als Richtungsableitung integrier-
bar und differenzierbar ist, wo die Funktionswerte bestimmt sind. 
 
Simplex- und numerisch einfache Intexverfahren, welche in 35 Jahren entwickelt wurden und (z. B. mithilfe 
von Gomory-Schnitten) Hilberts zehntes Problem positiv beantworten, können ein lineares Programm 
meist in kubischer bzw. quadratischer Zeit lösen. Kleinere Ausgangsprobleme erlauben dem Simplexver-
fahren das genaue und einfache Rechnen mit (genäherten) reellen Brüchen. 
 
Da jeder natürlichen Zahl 𝑛 individuelle 𝑛-heit zukommt, die nicht aus ihren Vorgängern oder Nachfolgern 
abgeleitet werden kann, gibt es kein vollständiges Axiomesystem der Mathematik: Mit jeder neuen Zahl entsteht 
etwas irreduzibel Neues. Jedoch lässt sich ein endliches Axiomesystem für endlich viele Entitäten bei Beschrän-
kung auf ausgewählte Aspekte angeben. Jede Unendlichkeitsstufe verwehrt Vollständigkeit erst recht. 
 
Mathematik ist nicht wertfrei. Theorien basieren auf Voraussetzungen. In der Mathematik werden sie gerne 
in falsch oder wahr zu erweisende Axiome gefasst. Damit sind alle Theorien unvollständig und eventuell 
darüber hinaus widersprüchlich. Statt expliziter Axiome eignen sich eventuell implizite Definitionen besser, 
in denen die Existenz des Angegebenen trotz etwaiger Bedenken und Schwierigkeiten bis zur Widerlegung 
vorausgesetzt wird. 
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Die euklidische Geometrie gibt drei Definitionen, die einige Axiome infrage stellen und dabei Ergebnisse der 
Mengenlehre verwenden. Bei der Frage der gerechten Verteilung von Personen geht es weniger um den 
theoretischen Gehalt als um die praktische Anwendung. Hier wird eine Tabellenkalkulation eingesetzt. Die 
Mengenlehre definiert einige neue Mengen und gibt generell deren Anzahl an, insbesondere die der algeb-
raischen Zahlen. 
 
Die Nichtstandardanalysis definiert Integration, Differentiation, Stetigkeit, Konvergenz und Grenzwert für 
endliche und unendliche und eventuell herkömmlich nicht messbare Mengen ggf. unter Berücksichtigung 
von deren Homogenität sowie für unstetige Funktionen neu. Sie gibt Beispiele an, um bessere, genauere, 
elegantere oder schlichtweg korrekte mathematische Aussagen auch für bekannte Sätze der Analysis zu 
erhalten. Sie löst das Maßproblem. 
 
Die Ratschläge sind Ergebnisse meiner mathematischen Erfahrung. Die lineare Optimierung beweist mit dem 
Durchmessersatz für Polytope wie schnell das im schlechtesten Fall exponentielle Simplexverfahren sein 
kann. Die Topologie definiert den (einfachen) Zusammenhang von Mengen neu und erweist die reellen und 
komplexen Zahlen lediglich als Räume mit Fréchet-Topologie bzw. spricht deren Hausdorffeigenschaft ab. 
 
In der Zahlentheorie werden notwendige und hinreichende Kriterien für transzendente Zahlen mit Beispie-
len angegeben. Bewiesen werden der Schranken-, Koeffizienten- und Approximationssatz sowie das 
Größte-Primzahl-Kriterium. Widerlegt wird der Satz von Thue-Siegel-Roth. Eine Vermutung von Littlewood 
wird widerlegt und herkömmlich bewiesen. Die Vermutung von Alaoglu und Erdős wird bewiesen und die 
verallgemeinerte Riemannsche Vermutung widerlegt. 
 
In der Zeitrechnung wird gezeigt, wie das Oktalsystem praktisch weltweit angewendet werden kann und 
welche Vorteile sich daraus ergeben. Neben Einführung eines neuen Kalenders und einer neuen Uhrzeitbe-
rechnung wird das Oktalsystem auch auf die SI-Einheiten Meter (m) und Sekunde (s) angewandt. Es wird 
mit praktischen Beispielen begründet, warum das Oktalsystem das Dezimalsystem vorteilhaft komplett ab-
lösen kann. 
 
Für Schönheit und Eleganz in der Mathematik lässt sich sorgen, indem das Darzustellende hinreichend 
durchdacht und ohne zu geizen auf die klare Essenz reduziert wird, die beide begründet und Kennzeichen 
des Wahren ist. Leider gibt es viel hässliches Langes in der mathematischen Welt. Es bleibt zu hoffen, dass 
dieses Buch viel Vergnügen mit der Nichtstandardmathematik und Einblick in das wahre Gute und Schöne 
verschaffen kann. Wer daran Gefallen findet, verwirkliche beide selbst! 
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Euklidische Geometrie 
 
Das Folgende setzt die Mengenlehre mit der euklidischen Norm || · || voraus. 
 
Definition: Sei 𝑅 ein euklidischer Raum als Unterraum von ℝ𝑛 mit 𝑛 ∈ ωℕ≥3 (s. Mengenlehre). Zwei verschie-
dene Punkte als Elemente von 𝑅 heißen (Punkte-)Paar. Ein (ein-) zweidimensionaler Unterraum von 𝑅 wird 
als (Gerade) Ebene bezeichnet. Eine eindimensionale Punktmenge in 𝑅, bei der jeder Punkt lückenlos min-
destens einen und höchstens zwei benachbarte Punkte hat, heißt Linie. Der Abstand ist durch die euklidi-
sche Norm || · || gegeben und ergibt aufsummiert die euklidische Weglänge 𝐴. 
 
Definition: Eine Strecke ist eine zusammenhängende Teilmenge einer Geraden, deren Anfangs- und Endpunkt 
sie genau bestimmen und mit jeweils nur einem Nachbarn endlichen Abstand haben. Zwei Strecken mit einem 
gemeinsamen inneren Punkt schneiden sich. Zwei durch Translation auseinander hervorgegangene Strecken 
heißen parallel. Die Punkte der Ebene mit dem gleichen Abstand (genannt Radius) zu einem weiteren Punkt 
werden als Kreis bezeichnet, der mit seinem Inneren eine Kreisscheibe bildet. 
 
Ergebnis: Bei kürzer definierten Geraden gibt es für das Axiom von Pasch, das der Vollständigkeit und di-
verse andere Axiome sowie ihre Äquivalente mit Obigem viele Gegenbeispiele. Das Unterraumkonzept kann 
Hilberts Inzidenzaxiome I.6 und I.8 beweisen. Bestimmt eine Gerade eine parallele Gerade durch einen wei-
teren Punkt mit dem kürzesten Abstand eindeutig, ist das Parallelenaxiom in der euklidischen Geometrie 
redundant. Die Axiome der Anordnung und Kongruenz sind überflüssig. 
 
Entgegen Hilberts Inzidenzaxiom I.4 reichen drei verschiedene Punkte nicht aus, um eine Ebene eindeutig 
zu bestimmen, da es verschiedene Unendlichkeiten gibt. Hilberts Inzidenzaxiom I.7 ist falsch (vgl. Hilbert, 
David: Grundlagen der Geometrie; 2. Aufl.; 1903; Teubner; Leipzig, S. 2 - 17), da Ebenen im Unendlichen 
dennoch begrenzt sind und sich genau in einem Punkt schneiden können. Der Hauptsatz der Mengenlehre 
erlaubt alle (drei antiken) exakt nicht lösbaren Probleme über den Strahlensatz und Farey-Folgen ([455], 
S. 62 f.) mit beliebiger Genauigkeit zu lösen. 
 
Sind zwei Geraden lediglich dann parallel, wenn sie in einer Ebene liegen und sich nicht schneiden, ist das 
Parallelenaxiom falsch: Der Kehrwert des Abstands des weiteren Punktes zu der ursprünglichen Geraden 
kann mindestens unendlich oder kleiner als |ωℕ| sein und dann lassen sich unendlich viele verschiedene 
Geraden durch den weiteren Punkt legen, ohne die ursprüngliche Gerade zu schneiden. Hilberts vage For-
mulierung des Vollständigkeitsaxioms macht es letztlich nicht zukunftstauglich. 
 
Das Archimedische Axiom ist auf eine unendliche natürliche Anzahl von Abtragungen einer Strecke auszu-
dehnen, die nicht über den Anfangs- oder Endpunkt einer Geraden hinaus geschehen können. Es ist im end-
lichen Fall durch den Archimedischen Satz (s. Mengenlehre) zu ersetzen. Das Axiom von Pasch ist ebenso 
entbehrlich, da eine Gerade aufgrund ihrer maximalen Länge das Innere eines Dreiecks vollständig passie-
ren muss, also auch ihren Rand, sofern einer ihrer Punkte in diesem Inneren liegt. 
 
Lotsatz: Mit 𝑛 ∈ ωℕ≥2 enthält jede konvexe Menge 𝑆 aus ωℝ𝑛 einen Punkt, der das Fällen von n̂ Loten auf ∂𝑆 
(auch auf eine Ecke) erlaubt, da dies in der Ebene alle 90° möglich ist (vgl. [931], S. 14 f.). 
 
Toeplitz-Vermutung: Jede geschlossene Jordan-Kurve besitzt ein einbeschriebenes Quadrat. 
 
Gegenbeispiele: Das rechtwinklige Dreieck mit Kathetenlänge 𝜄 und das stumpfwinklige Dreieck mit dem ge-
eignet infinitesimal verschobenen Eckpunkt des höchstens einen einbeschriebenen Quadrates. 
 
Satz: Ein geeignetes infinitesimales Nebeneinanderlegen äquichordaler Punkte führt zu einem Jordanbereich 
mit mehr als einem äquichordalen Punkt (vgl. [931], S. 9 f.). 
 
Satz von Fickett: Für jede Lage zweier überlappender kongruenter 𝑛-Quader 𝑃 und 𝑄 mit 𝑛 ∈ ωℕ≥2, m̀ := n̂ und 
dem exakten Standardmaß μ gilt (s. Nichtstandardanalysis und [931], S. 25), wobei μ für 𝑛 = 2 gerade 𝐴 ist: 
 

m̃ < 𝑟 := μ(∂𝑃 ∩ 𝑄)/μ(∂𝑄 ∩ 𝑃) < 𝑚. 
 
Beweis: Das zugrundeliegende Extremalproblem hat sein Maximum für Rechtecke mit den Seitenlängen 
𝑠 und 𝑠 + ι̂. Mit 𝑞 ≔ 3 – ι̂s̃ gilt min 𝑟 = q̃ ≤ 𝑟 ≤ max 𝑟 = 𝑞. Der Beweis für 𝑛 > 2 verläuft analog. 
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Gerechtes Verteilen 
 
Im Leben gibt es oft Verteilungsungerechtigkeiten. Obwohl das Nachfolgende nicht neu ist, soll an Beispie-
len, die sich täglich in der Schule ereignen, ein gerechtes Verteilen demonstriert werden: 
 
1. Wie verteilen wir Arbeitsergebnisse gerecht? 
2. Wie schleusen wir Gruppen gerecht durch die Kantine? 
3. Wie bilden wir gerecht Gruppen im Sportunterricht? 
 
Zu 1.: Wir legen die Arbeitsergebnisse zunächst nach den Namen der anwesenden SchülerInnen alphabe-
tisch geordnet ab (in Fächern, auf dem Tisch o. Ä.). Die Namen sind oder werden alphabetisch in einer Ta-
bellenkalkulation (mit Ausnahme der fehlenden SchülerInnen) abgelegt. Hinter jedem Namen wird eine 
Zufallszahl erzeugt. Die Namen werden nach der Zufallszahl geordnet. Die SchülerInnen rufen wir nach die-
ser Ordnung (eventuell in Gruppen) auf, damit sie ihre Arbeitsergebnisse entgegennehmen können. 
 
Zu 2.: Zu Beginn bilden wir Gruppen mit Mitgliedern, die zusammen speisen möchten oder sollen. Diese 
Gruppen (-namen) werden wie unter 1. beschrieben geordnet. Dann wird für jede Gruppe berechnet (zur 
Verfügung stehende Ausgabezeit) * Gruppenstärke / Speisende. Die zweite Gruppe geht dann in die Kantine, 
wenn die für die erste Gruppe ermittelte Zeit vorüber ist. Die dritte Gruppe folgt, wenn zusätzlich die Zeit 
für die zweite Gruppe verstrichen ist, usf. Gegebenenfalls sind die Zeitpunkte gerundet zu berechnen. Haben 
einzelne Gruppen nur in bestimmten Intervallen Zeit, werden sie zuerst auf die Zeitintervalle verteilt. Dann 
setzt das Verfahren mit der Restzeit für die übrigen fort. 
 
Zu 3.: Zu Beginn werden Gruppen gleicher Leistungsstärke gebildet und die einzelnen Namen in einer festen 
Reihenfolge untereinander geschrieben sowie nach einer zugeordneten Gruppenzahl durchnummeriert. 
Wenn Gruppenmitglieder fehlen, filtern wir sie zunächst heraus, indem wir z. B. den Eintrag "fehlt" hinter 
ihrem Namen vermerken und anschließend nach den leeren Einträgen selektieren. 
 
Die Gruppengröße sollte ein Vielfaches der Anzahl der zu bildenden Gruppen sein. Die Reihenfolge der Na-
men sollte aus Gründen der Wahrscheinlichkeit fest sein. Änderungen der Leistungsstärke werden in geän-
derten Gruppen berücksichtigt. Hinter jedem Namen wird die Nummerierung durch die Anzahl der Grup-
pen geteilt. Wenn die Nummerierung nicht bei 0 beginnt, muss vorher eine Zahl entsprechend subtrahiert 
werden. Von den erhaltenen Werten werden die Nachkommastellen abgeschnitten. Dies erreicht auch eine 
Rundung der um 1/2 reduzierten Werte. In einer weiteren Spalte werden nun Zufallszahlen eingetragen. 
 
Darauf werden die drei Spalten erst nach den zuerst ermittelten Werten, dann zusätzlich nach den Zufalls-
zahlen geordnet. In einer vierten Spalte werden von oben beginnend die Zahlen von 1 bis Anzahl der Grup-
pen eingetragen. Nach dem letzten Wert wird wieder mit 1 fortgesetzt bis zur Anzahl der Gruppen usf. Nun 
werden die Zahlen wieder nach Namen sortiert. Abschließend können wir die Gruppenzuteilungen in al-
phabetischer Reihenfolge bekannt geben. 
 
Ist die Anzahl der einzuteilenden SchülerInnen nicht ein Vielfaches der Anzahl der Gruppen, sollten wir 
Stellvertretungen aus derselben Gruppe zu jedem Namen bilden. Die TrägerInnen der Namen, die die ge-
ringsten Fehlzeiten durch Aussetzen haben, werden zu Aussetzenden bestimmt. Sie vertreten ihre Stellver-
treterInnen (z. B., wenn es mehrere Durchläufe in einer Unterrichtseinheit gibt). Die Fehlzeiten werden ent-
sprechend gutgeschrieben. 
 
Ein einfaches Verfahren mit einem Würfel (statt einem Computer) funktioniert wie folgt: Die SchülerInnen 
werden nach ihrer (selbst- oder fremdbestimmten) Leistungsstärke auf einer Linie geordnet aufgestellt. 
Der leistungsstärksten Person wird durch Werfen des Würfels einer der Gruppen zugeteilt. Die nächste Per-
son wird unter den verbleibenden Gruppen ausgewürfelt usf. Hat jede Gruppe ein Mitglied, wird wie bei der 
leistungsstärksten Person mit der nunmehr leistungsstärksten Person fortgesetzt. 
 
Ohne nennenswerte Hilfsmittel können wir Gruppen auch wie folgt bilden: Wir fordern alle SchülerInnen 
auf, sich in jeweils einem Kreis nach ihrer Leistungsstärke zufällig zu bewegen. Pärchenbildung begegnen 
wir mit der Aufforderung "A und B auseinander zur Kreislinie!". Nach dem Kommando "Stopp!" verharrt 
jede Person an ihrem Platz. Eine oder einen der SchülerInnen fordern wir nun auf, ihren oder seinen Platz 
zu verlassen und sich auf einer ungefähren Kreislinie um die restlichen oder um jeweils eine Gruppe zu 
bewegen. 
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Nach einem weiteren Kommando "Stopp!" teilen wir die SchülerInnen durch gedachte Geraden in Gruppen 
auf. Zuerst wird der Schnittpunkt der Gerade durch den Haltepunkt der oder des auf der Kreislinie sich Befin-
denden und den jeweiligen Kreismittelpunkt mit der Gruppenkreislinie gebildet. Die Gruppen werden 
durch parallele Geraden abgegrenzt, die parallel zu der Geraden durch den jeweiligen Schnittpunkt und den 
jeweiligen Kreismittelpunkt gehen. 
 
Diese Verfahren sind gerechter als die urteilende Selektion durch einzelne SchülerInnen. Erfahrungsgemäß 
reichen drei Leistungsstärken aus. 
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Lineare Optimierung 
 
Das Folgende setzt Mengenlehre, Topologie und Nichtstandardanalysis voraus. 
 
Durchmessersatz für Polytope und Polyeder: Jeder Durchmesser eines durch 𝑚 Restriktionen gegebenen 𝑛-
dimensionalen Polytops bzw. Polyeders mit 𝑚, 𝑛 ∈ ωℕ≥2 ist maximal 2(𝑚 + 𝑛 – 3). 
 
Beweis: Maximal ḿ Hyperebenen lassen sich zu einem unvollständigen Zyklus der Dimension 2 zusammen-
stellen und es gibt maximal 𝑛 – 2 Ausweichmöglichkeiten zur Seite in den restlichen Dimensionen. Das Über-
winden jeder minimalen Strecke benötigt maximal zwei Kanten und liefert den Faktor 2. 
 
Definition: Sei ϑ := ω 𝑒ω und ‖ ∙ ‖1 die 1-Norm. Geht 𝑥 ∈ 𝑋 ⊆ ωℝω in den nächsten Schritt über, folgt ihm * mit 
Δ𝑥 := x* – 𝑥. Der Einheitsvektor von 𝑥 ist x1

 ∶= x ‖x‖⁄ , wobei 01
  undefiniert ist. Seien 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 in (𝑥, 𝑦, …)T Zei-

lenvektoren. Benötigt ein Verfahren Rechenzeit in Sekunden und Speicher in Bits von 𝒪(ω𝒪(1)), ist es poly-
nomiell. Ist eine der beiden Größen 𝒪(𝑒|𝒪(ω)|), ist es exponentiell. Das Eigenprodukt (bisher: Determinante) 
einer quadratischen Matrix sei das Produkt ihrer Eigenwerte. 
 
Satz: Das Simplexverfahren aus [777] löst fast immer ein (LP) in 𝒪(ω3ϑ). 
 
Beweis und Algorithmus: Sei 𝑃 := {𝑥 ∈ ωℝ𝑛 : 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 ∈ ωℝ𝑚, 𝐴 ∈ ωℝ𝑚×𝑛, 𝑚, 𝑛 ∈ ωℕ*} der zulässige Bereich des 
LPs max {𝑐T𝑥 : 𝑐 ∈ ωℝ𝑛, 𝑥 ∈ 𝑃}. Dessen Dualisierung erzielt x* ∈ ωR≥0

m . Ein (großes) 𝑥+ ∈ ωR≥0 erreicht x* ∈ 
ωR≥0

n  mit 𝑥 := 𝑥* – x 
+↾𝑛 gilt 𝑏 ≥ 0 nicht, liefert das LP max {–ℎ ∈ ωR≤0 : 𝐴𝑥 – 𝑏 ≤ ℎ↾𝑚} für den Startpunkt 𝑥0 := 

0 ein 𝑥 ∈ P≥0. Start- und Zielwert von ℎ sei |min {𝑏1, ..., 𝑏𝑚}| bzw. 0. Nur ein Pivotschritt bewirkt b* ≥ 0. Seien 
𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ ωℕ* und sei 𝑎𝑖T der 𝑖-te Zeilenvektor von 𝐴. Gilt 𝑐𝑗 ≤ 0 für alle 𝑗, ist das LP gelöst. 
 
Gibt es ein 𝑐𝑗 > 0 mit 𝑎𝑖𝑗 ≤ 0 für alle 𝑖, ist das LP positiv unbeschränkt. Existiert ein 𝑐𝑗 = 0 mit 𝑎𝑖𝑗 ≤ 0 für alle 𝑖, 
lassen sich 𝑐𝑗 und 𝐴.𝑗 wie die 𝑏𝑖 und 𝑎𝑖 mit 𝑎𝑖𝑗 < 0 vorerst entfernen. Unlösbar ist auch 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≥ 0 > 𝑏𝑖 für alle 𝑗. 
Das Teilen aller 𝑎𝑖T𝑥 ≤ 𝑏𝑖 durch ‖ai‖ und aller 𝑐𝑗 bzw. 𝑎𝑖𝑗 durch min |𝑎𝑖𝑗| für 𝑎𝑖𝑗 ≠ 0 sowie jedes 𝑗 ist ggf. zu 
wiederholen und am Ende rückgängig zu machen. Restriktionen mit 𝑎𝑖 ≤ 0 werden ggf. entfernt. 
 

Die Wahl eines 𝑏𝑘/𝑎𝑘𝑗 ≔ min {𝑏𝑖/𝑎𝑖𝑗 : 𝑎𝑖𝑗 > 0} für jedes 𝑐𝑗 > 0 sowie Nichtbasisvariablen 𝑥𝑗 liefert mit xj
* = 𝑥𝑗 + 

𝑏𝑘/𝑎𝑘𝑗 ein nächstes x* ∈ P≥0. Bei Wahl der steilsten Kante bildet 𝑎𝑘𝑗 das Pivotelement zu dem 𝑥𝑗, das cT Δx1
  bzw. 

cj
2 v̀j

2⁄  mit 𝑣𝑗 := ‖A.j‖ in der 𝑘-ten Restriktion maximiert. Mehrere Maxima erlauben die Pivotregel des Best-

werts max
k,j

cj bk akj⁄  zu verwenden oder (langsamer) des kleinsten Winkels min (1)1↾n
T 1c*. 

 
Wiederholt sich 𝑐Tx* = 𝑐T𝑥, werden die Restriktionen mit 𝑏𝑖 = 0 um ein 𝑑 ∈ ωR>0 abgeschwächt. Mit 𝑏𝑖 := 
‖ai‖ steht 𝑑 ggf. nicht im Tableau. Liegt eine mehrfache Ecke ausnahmsweise erneut vor, wird zu jedem 𝑏𝑖 
einfach ‖ai‖ addiert. Sie zu verlassen kann das Lösen eines LPs mit 𝑐 > 0 und 𝑏 = 0 erfordern. Danach werden 
die Abschwächungen (Perturbationen) zurückgenommen. Diese Aufgabe kann sich auch am Ende stellen, 
wenn weitere Lösungen des LPs zu bestimmen und mindestens zwei 𝑐𝑗 = 0 sind. 

Dies vermeidet die sich stark unterscheidenden Abschwächungen bspw. der lexikographischen Methode. 

Die Rechteckregel erlaubt cj
*, aij

*  und bi
* einfach zu berechnen (vgl. [775], S. 63). Auch die Regel von Bland 

ist nicht optimal. Die evtl. exponentielle Laufzeit in der linearen Optimierung lässt sich nicht verhindern: 
Sind Polytope z. B. vom Klee-Minty- oder Jeroslow-Typ, unterscheiden sich ihre (entfernten) Ecken nume-
risch kaum. In Übereinstimmung mit dem Forschungsstand folgt die Behauptung. 
 
Bit-Quadrat-Satz (kurz: Bit2-Satz): Wiederholungen erlauben mehr als 𝒪(𝑛2) Multiplikationen und Additio-
nen eines Algorithmus von Zahlen der Bitlänge 𝑚 ≤ 𝑛 mit 𝑚, 𝑛 ∈ ωℕ* auf 𝒪(𝑛2) zu reduzieren. 
 

Beispiele: Das Matrizenprodukt (𝑐𝑖𝑗) := (+k=1
n aikbkj) von (𝑎𝑖𝑗), (𝑏𝑖𝑗) ∈ ωℂ𝑛×𝑛 über Produkte +k=1

n bjk4km mit 

𝑎𝑖𝑗 und 𝑖, 𝑗 ∈ ωN≤n
* , die Bestimmung einer 𝑛-dimensionalen Taylorreihe (s. Nichtstandardanalysis), der Gauß-

Jordan-Algorithmus, das Simplex- und das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren. 
 
Bemerkung: Ein zu großes 𝑚 wird rechnerisch geeignet herabgesetzt. Mit Simultanvergleichen ermöglicht Qua-
ternionenkodierung Matrizen gemeinsam in der Cloud zu multiplizieren. 
 
Satz: Das Intexverfahren löst die meisten lösbaren LPs mit Inter-/Extrapolationen in 𝒪(ϑ3). 
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Beweis und Algorithmus: Sei 𝑧 ≔ 𝑚 + 𝑛 und 𝑑 ∈ [0, 1] die Dichte von 𝐴. Zuerst werden 𝑏T𝑦 – 𝑐T𝑥 ≤ 0, 𝐴𝑥 ≤ 

𝑏 sowie 𝐴T𝑦 ≥ 𝑐 normiert und skaliert. 𝑃𝑟 := {(𝑥, 𝑦)T : 𝑥 ∈ ωR≥0
n , 𝑦 ∈ ωR≥0

m , 𝑏T𝑦 – 𝑐T𝑥 ≤ 𝑟 ∈ [0, ρ], 𝐴𝑥 – 𝑏 ≤ 𝑟↾𝑚, 

𝑐 – 𝐴T𝑦 ≤ 𝑟↾𝑛} habe den Radius ρ := 𝑠|min {𝑏1, …, 𝑏𝑚, –𝑐1, …, –𝑐𝑛}| und den Skalierungsfaktor 𝑠 ∈ ]1, 2]. 

 

Es folgt 0↾𝑧 ∈ ∂Pρ. Nach dem starken Dualitätssatz ([775], S. 60 – 65) löst das LP min {𝑟 ∈ [0, ρ] : (𝑥, 𝑦)T ∈ 𝑃𝑟} 

ebenso die LPs max {𝑐T𝑥 : 𝑐 ∈ ωℝ𝑛, 𝑥 ∈ P≥0} und min {𝑏T𝑦 : 𝑦 ∈ ωR≥0
m , 𝐴T𝑦 ≥ 𝑐}. Seine Lösung ist der geometrische 

Schwerpunkt 𝑔 des Polytops 𝑃0. Mit pk
*  := min p̌k + max p̌k für 𝑘 = 1, …, z̀ wird 𝑔 durch 𝑝0 := (𝑥0, 𝑦0, 𝑟0)T 

approximiert, bis ‖Δp‖1 hinreichend klein ist. Die Lösung 𝑡o(𝑥o, 𝑦o, 𝑟o)T des zweidimensionalen LPs min {𝑟 ∈ 

[0, ρ] : 𝑡 ∈ ωR>0, 𝑡(𝑥0, 𝑦0)T ∈ 𝑃𝑟} approximiert 𝑔 besser. 

 

Es wird erreicht 𝑟 ≤ ρ̌ und mit 𝑡o(𝑥o, 𝑦o)T usf. wiederholt, bis ggf. 𝑔 ∈ 𝑃0 in 𝒪(2ρ2𝑑𝑚𝑛) berechnet ist. Das 

Lösen aller zweidimensionalen LPs min𝑘 𝑟𝑘 durch Bisektionsverfahren für 𝑟𝑘 ∈ ωR≥0 und 𝑘 = 1, …, 𝑧 in jeweils 

𝒪(ϑ2) ermittelt 𝑞 ∈ ωℝ𝑘 mit 𝑞𝑘 := Δ𝑝𝑘 Δ𝑟𝑘/𝑟 und 𝑟 ≔ min𝑘 Δ𝑟𝑘. Vereinfacht sei |Δ𝑝1| = … = |Δ𝑝𝑧|. Hierbei wäre 

min rz̀ für 𝑝* ≔ 𝑝 + 𝑤𝑞 mit 𝑤 ∈ ωR≥0 ebenso zu lösen. Folgt min𝑘 Δ𝑟𝑘𝑟 = 0, wird die Berechnung gestoppt, 

andernfalls wiederholt bis min 𝑟 = 0 oder min 𝑟 > 0 feststeht. 
 
Bemerkungen: Ist kein Missbrauch für intransparente oder schlechte Entscheidungen zu befürchten, werden Im-
plementierungsdetails veröffentlicht. Simplexverfahren und Face-Algorithmus ([916], S. 580 f.) lösen LPs für 
kleine 𝑚 und 𝑛 schneller. Das Intexverfahren übertrifft die bekannten (Worst-Case-) LP-Algorithmen in 
𝒪(ω37/18ϑ). Absichtliche Rundungsfehler in 𝑏 und 𝑐 machen jede Lösung eindeutig. 
 
Bemerkung: Falls erforderlich schwächt ein gleicher kleiner Betrag die Restriktionen vorübergehend ab. Die 
Laufzeit für 𝑚, 𝑛 ∈ ν ℕ* ist 𝒪(𝑑𝑚𝑛). Wird es für verteiltes Rechnen in νℝν optimiert, beträgt sie nur 𝒪(1). Gilt 
v́0 ≤ ⌊𝑣𝑗⌋ – 𝑣𝑗 für ganzzahlige Lösungen 𝑣𝑗, bewährt es sich gut für (gemischt-)ganzzahlige Probleme und die 
(nicht-)konvexe (Pareto-)Optimierung (nach der Natur wie in [1010]). 
 
Bemerkung: Es macht sich das Zusammenfallen des berechneten geometrischen Schwerpunkts und des Inku-
gelmittelpunkts in 𝑃0 zunutze. Das (paarweise) Drehen der Koordinatenachsen des ersteren wie von 𝑐 durch 
eine einfache Rotationsmatrix sichert dies in vergleichbarer Laufzeit ab. Zahlen der Länge 𝒪(ω) lassen sich 
bekanntlich nur in 𝒪(ϑ) abarbeiten. Auch das Folgende lässt sich einfach ins Komplexe überführen: 
 
Folgerung: Das LP max {‖x-xo‖1 : 𝑐T𝑥 = 𝑐Txo, 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 – xo ∈ [–1, 1]𝑛, 𝑥 ∈ ωR≥0

n } kann zur ersten Lösung xo 
ggf. eine zweite in 𝒪(ϑ3) bestimmen, wobei yo analog behandelt werden kann. 
 

Folgerung: Das LP max {ν|λ𝑗| + ‖xj‖1
 : 𝐴𝑥𝑗 = λ𝑥𝑗, |λ𝑗| ∈ [0, 𝑟𝑗], 𝑥𝑗 ∈ [–1, 1]𝑛*} kann für jedes 𝑗 = 1, ..., 𝑛 den 

Eigenwert λ𝑗 ∈ ωℝ und den Eigenvektor 𝑥𝑗 ∈ ωℝ𝑛 der Matrix 𝐴 ∈ ωℝ𝑛×𝑛 in 𝒪(ϑ3) bestimmen. 
 
Folgerung: Die LPs max {𝑥𝑗 : 𝐴𝑥 = 0} liefern alle Lösungen von 𝐴𝑥 = 𝑏 in 𝒪(ϑ3). Die Matrix 𝐴 ist genau dann 
regulär, wenn das LP max {‖x‖1 : 𝐴𝑥 = 0} = 0 ist. 
 
Folgerung: Sei α𝑗 := A.j

–1 für 𝑗 = 1, ..., 𝑛 zur Matrix 𝐴–1 ∈ ωℝ𝑛×𝑛 und sei δ𝑖𝑗 das Kronecker-Delta. Für reguläres 

A ist das Eigenprodukt ≠ 0 und lässt sich jedes 𝐴α𝑗 = (δ1𝑗, ..., δ𝑛𝑗)T in 𝒪(ϑ3) lösen. 
 

Folgerung: Das Polynom cńxń + … + c1𝑥 + c0 lässt sich in 𝒪(ϑ3) mit der Messung (𝑥𝑗, 𝑦𝑗) ∈ ωℝ2 und den Residuen 

𝑟𝑗 ∈ ωℝ für 𝑗 = 1, ..., 𝑚 und (𝑐, 𝑥)T ∈ ωRǹ aus 𝑦 = 𝑟 + 𝑋𝑐 und 𝑋T𝑟 = 0 mit 𝑋 = (xj
k) für 𝑘 = 0, …, ń bestimmen (auch 

unter zusätzlichen Nebenbedingungen, vgl. [893], S. 196 ff.). 
 
Folgerung: Die DFT  (s. Wissenschaftliches Rechnen) kann die Padé-Approximation a(x) b(x)⁄ = 

+m=0
n

 amxm +m=0
n

 bmxm⁄  von f(x) für 𝑥 ∈ ωℝ in 𝒪(ϑ3) bestimmen. 
 

Korollar: Intex- und zweidimensionale Bisektions- oder Newtonverfahren lösen die meisten lösbaren kon-

vexen Programme min {𝑓1(𝑥) : 𝑥 ∈ ωℝ𝑛, (𝑓2(𝑥), …, 𝑓𝑚(𝑥))T ≤ 0} mit konvexen Funktionen 𝑓𝑘 ∈ ωℝ für 𝑘 = 

1, …, 𝑚 in polynomieller Laufzeit, wenn die Anzahl der Operanden 𝑥𝑗 der 𝑓𝑘 ≤ ων–3 ist und ein 𝑥 existiert mit 

𝑓𝑘(𝑥) < 0 für alle 𝑘 > 1 (vgl. [893], S. 56 ff.). 
 
Korollar: Das LP max {𝑥 : yḿ – 𝑥𝑦𝑚 = bḿ, 𝑦𝑛 = 𝑦0 = 0, 𝑥 ≤ 𝑥0 ∈ ωℝ} kann für 𝑚 = 1, ..., 𝑛 nach dem Horner-

Schema ein bńxń + … + 𝑏1𝑥 + 𝑏0 = 0 lösendes 𝑥 ∈ ωℝ in 𝒪(ϑ2) bestimmen. 
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Mengenlehre 
 
Definition: Der Verzicht auf Unterscheidung zweier Entitäten macht sie identisch. Die Gesamtheit nicht-
identischer Entitäten wird als Menge 𝑆 von Elementen mit |𝑆| als deren Anzahl 𝑛 bezeichnet, die keine Ele-
mente enthaltende leere Menge mit dem Symbol ∅. Lässt sich 𝑆 ≠ ∅ sukzessive die aufgerundete Hälfte der 
verbliebenen Elemente entnehmen, bis 𝑆 leer ist, so ist 𝑛 endlich, andernfalls unendlich. Sei ν die größte 
endliche, ω dazwischen die größte mittendliche und 𝜄 die kleinste positive reelle Zahl. 
 
Vorüberlegung: Der Bezug auf philosophische Begriffe ist berechtigt, da sich Mathematik metasprachlich 
nicht allein aus sich selbst erklären lässt und Abstrakta nach dem Prinzip der Wissenschaftlichkeit die all-
gemeinsten Aussagen liefern. Das Wort sukzessive beinhaltet hierbei die physikalische Vorstellung, dass 
zwischen den zu betrachtenden Zeitpunkten eine messbare bzw. in irgendeiner Form wahrnehmbare Zeit-
spanne liegt, und setzt damit die Planck-Zeit von ca. 10−43 Sekunden implizit voraus. 
 
Dem Vorwurf der mangelnden Allgemeingültigkeit durch Einbeziehen physikalischer Tatsachen ist zu ent-
gegnen, dass in dieser Welt beliebig kleine Zeitabschnitte bzw. echt instante Ereignisse keine Bedeutung 
haben, da sie praktisch nicht existieren, sondern allenfalls aus theoretischen Erwägungen zuzulassen sind. 
Aufgrund der strukturell ähnlichen und in der Raumzeit zusammengefassten Größen Raum und Zeit, gilt 
das für den Raum weiter unten Gesagte auch für die Zeit. 
 
Der schwer vermittelbare abrupte Übergang von endlichen zu unendlichen Zahlen erfordert mittendliche. 
Die Existenz aktual oder nur potenziell unendlicher Mengen bleibt offen, da die Transzendenz des Unendli-
chen einen Beweis versagt. Aus der fast „verschwenderischen“ Größe bzw. Expansion des Universums lässt 
sich auf eine Verfügbarkeit des Seienden schließen, der keine erkennbaren Grenzen gesetzt sind. Solche 
Schlüsse sind trotzdem schwächer als die Abduktion. 
 
Wird eine endliche Strecke in unendlich viele Teile zerlegt, liegt das Unendliche endlich begrenzt vor. Ist 
darüber hinaus die Anzahl der Teile beider Unendlichkeiten gleich, ist mathematisch eine Isomorphie gege-
ben: Die Vergrößerung der unendlich kleinen Teile der endlichen Strecke auf endliche Strecken ergibt im 
größeren Maßstab die Unendlichkeit im herkömmlichen Sinne bezogen auf das Gesamte. Dies erschließt 
leicht eine Bijektion im mathematischen Sinne. 
 
Herkömmlich definieren hinlänglich bekannte Axiome die reellen Zahlen als linear geordneten Körper und 
die komplexen Zahlen mit der imaginären Einheit 1 (gesprochen "komp 1") als Körper. Analog lassen sich 
Addition, Multiplikation und deren Inversenbildung in deren umfassendste und per Definition abgeschlos-
senen Oberkörper ℝ bzw. ℂ := ℝ + ℝ (mit weiteren Operationen wie bspw. der Potenzierung) fortführen. 
Jede Zahl aus ℂ* mit unendlichem Betrag ihres Kehrwertes heißt infinitesimal. 
 
Auf die Darstellung der Peano-Axiome und der Körperaxiome wird hier bewusst verzichtet, um anschaulich 
zu bleiben und das Neue herauszustellen. Zwei Zahlen müssen einen Minimalabstand besitzen, da alle ver-
schiedenen Zahlen von ℝ durch einen Abstand getrennt sind. Die gegenteilige Annahme, dass das Minimum 
nicht fest ist, führt auf den Widerspruch, dass jede Zahl aus ℝ mindestens einen nächsten Nachbarn als Zahl 
haben muss, der selbst in ℝ liegt (vgl. die Isomorphie oben). 
 
Definition: Die aus sukzessivem Addieren von 1 zu 0 entstehenden Elemente ergeben die Menge aller natürlichen 
Zahlen ℕ := ℕ* ∪ {0}. Die Zahlen aus ℝ* heißen rein komplex. Das Entfernen der zusammengesetzten Zahlen von 
ℕ≥2 ergibt die Primzahlen ℙ, die ganzen Zahlen ergeben sich durch ℤ := ℕ ∪ ‒ℕ* und die reellen Zahlen ℝ durch 
die Brüche mit Zähler aus ℤ und Nenner aus ℕ*. Der Minimalabstand von 0 ist 𝜄. ℝ umfasst hyperreelle und sur-
reale Zahlen. Die Zahlen ν, ω und 1/𝜄 haben für 𝑛 ∈ ℕ die Form 2𝑛. 
 
Minimalitätssatz: Für die eindeutige 𝑏-adische Entwicklung jedes 𝑟 ∈ ℝ gilt min {𝑏 ∈ ℝ>1} = 2, da die geomet-
rische Reihe (GR) dies mit Fokus auf die Nachkommastellen zeigt. 
 
Bemerkung: Für 𝑏 ∈ ]1, 2[ ist die Entwicklung nicht mehr eindeutig, da zwei für die Dualdarstellung vorgese-
hene Ziffern (0 und 1) verwendet werden müssen: Die Beschränkung auf eine Ziffer ist nur für die Basis 𝑏 = 1 
sinnvoll. Für 𝑏 > 2 kann Eindeutigkeit hergestellt werden wegen (1 ‒ 𝑏‒𝑛)/(1 ‒ 𝑏‒1) < 2, wobei 
𝑛 ∈ ℕ die Anzahl der Nachkommastellen von 𝑟 bezeichnet. Minimalitätssatz und am häufigsten im Binärsys-
tem arbeitende Digitalrechner erklären die Wahl von 2 als Basis. 
 

https://de.wikipedia.org/wiki/Sekunde
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Definition: Sei 𝔹 = {0, 1} die Boolesche Menge. Dekrement und Inkrement von 𝑎 ∈ ℂ werden 𝑎́ := 𝑎 ‒ 1 bzw. 
𝑎̀ := 𝑎 + 1 notiert und der Kehrwert von 𝑢 ∈ ℂ* ist 𝑢̃ := 1/𝑢. Gesprochen werden sie "𝑎 dek", "𝑎 ink" und 
"Kehr 𝑢". Ferner werden 𝑎̂ := 2𝑎, 𝑎̌ := 𝑎/2 und 𝑎- := ‒𝑎 "doppelt 𝑎", "halb a" bzw. "𝑎 neg" gesprochen. Der 
Logarithmus von 𝑎 ∈ ωℂ \ ωℝ≤0 zur Basis 𝑏 ∈ ωℝ>0 wird mit 𝑏𝑎 notiert und gesprochen "𝑏 log 𝑎". Gilt σ ∈ {ν, 
ω} und 𝑆* = 𝑆*‒1, seien σ𝑆 :=𝑆 ∩ [‒σ, σ] für 𝑆 ⊆ ℝ, σℂ := σℝ + σℝ ⊂ ℂ und σ𝑆 := 𝑆 ∩ σℂ für 𝑆 ⊆ ℂ. 
 
Definition: Es gibt σ den maximalen Betrag der Zähler und τ den der Nenner aller 𝑠 ∈ 𝑆𝜏

σ  ⊂ ℂ an. Die Mengen 
𝕄ℝ := ωℝ \ νℝ und 𝕄ℂ := 𝕄ℝ + 𝕄ℝ enthalten die mittendlichen Zahlen. Bei reellen Mengen kann der Index ℝ 
entfallen. Enthalten zwei Mengen die gleichen Elemente, heißen sie genau dann gleich (Extensionalität). Die 
Menge 𝑌 heißt Vereinigung der Menge 𝑋, wenn sie genau die Elemente der Elemente von 𝑋 als Elemente ent-
hält. Die Potenzmenge der Menge 𝑋 ist 𝒫(𝑋) := {𝑌 : 𝑌 ⊆ 𝑋}. 
 
Bemerkung: Für Teilmengen von 𝑆 gilt dies analog. Mit 𝑇 := σ𝑆 ∉ {∅, {0}} gilt 𝑇 + 𝑇 ⊈ 𝑇 oder sogar 𝑇 · 𝑇 ⊈ 𝑇. 
Die Mengen ω𝑆 enthalten nur nicht-unendliche Elemente. Die Mengen ν𝑆 entsprechen den herkömmlichen 
Mengen 𝑆. Die mittendlichen schließen die Lücke von endlichen zu unendlichen Mengen. 
 
Extremalsatz: Jede lineare Ordnung besitzt sowohl ein maximales als auch ein minimales Element, da alle 
anderen Konstellationen auf einen Widerspruch zur Totalität bzw. zu Obigem führen. 
 
Bemerkung: Die suggestiven Begriffe Kompaktheit und (die eventuell irreführende) Abzählbarkeit werden 
nicht verwendet, da sie bei unendlichen Mengen wie ℝ (s. u.) bzw. ℕ nicht vorliegen. Erst die eindeutige Kon-
struktion einer mitt- oder unendlichen Menge erlaubt deren Anzahl an Elementen korrekt zu bestimmen und sie 
auf ωℕ als Basis zu beziehen. Bei mehreren Konstruktionsmöglichkeiten wird die plausibelste ausgewählt. Die 
Relation ∈ ist irreflexiv und asymmetrisch, ⊆ hingegen Teilordnung. 
 
Inklusionssatz: Weder enthält eine nichtleere Menge sich selbst oder ihre Potenzmenge, noch lässt sie sich 
bijektiv auf ihre echte Teilmenge abbilden. 
 
Beweis: Jede Menge unterscheidet sich von ihren Elementen, da sie letztere umfasst. So ist ∅ ≠ {∅}. Ihre Diffe-
renzmenge weist die Elemente mit fehlendem Partnerelement für die Bijektion auf. 
 
Folgerung: Dies widerlegt insbesondere Dedekind-Unendlichkeit und Cantors erstes Diagonalargument, da 
ℕ eine echte Teilmenge von ℝ ist. Ein Verlagern nach hinten der vorne ausgeschlossenen Zahlen macht das 
zweite haltlos. Gleiches gilt für das Cantorsche, das Russell-Zermelosche und das Banach-Tarski-Paradoxon. 
Hilberts Hotel widerlegt die Translation, die aus einer unendlichen Menge immer herausführt wie die Nach-
folgerabbildung 𝑠: ωℕ → ωℕ* ∪ {ὼ} aus ωℕ.  
 
Definition: Zyklenfreiheit bezeichnet die Abwesenheit zyklischer Folgen von Mengen, bei denen jeweils eine 
als Element in der vorangegangenen enthalten ist. Ersetzbarkeit bezeichnet den möglichen Übergang von ei-
ner Menge 𝑋 bei einer eindeutigen Ersetzung jedes Elements von 𝑋 durch eine beliebige Menge. Enthält die 
Menge 𝑌 genau ein Element aus jedem Element von 𝑋 (Forderung der Auswählbarkeit), heißt sie Auswahl 
aus einer Menge 𝑋 von paarweise disjunkten nichtleeren Mengen. 
 
Fundierungssatz: Wird 𝑋 := {𝑥𝑚 : 𝑥0 := {∅}, 𝑥ω := {𝑥1} und 𝑥𝑛+1 := {𝑥𝑛} mit 𝑚 ∈ ωℕ und 𝑛 ∈ ωℕ≥2} gesetzt, 
garantiert erst die Forderung des Fundierungsaxioms Zyklenfreiheit, dass jede nichtleere Teilmenge 𝑋 ⊆ 𝑌 
ein Element 𝑥0 enthält, sodass 𝑋 und 𝑥0 disjunkt sind. 
 
Bemerkung: Mit 𝑥ω := {𝑥0} statt 𝑥ω := {𝑥1} ist 𝑋 eine unendliche Kette. Alle Definitionen oben legen die hier 
vertretene Mengenlehre fest, die ohne echte Klassen und Wohlordnungen auskommt, da nur sinnvolle Men-
gen betrachtet werden. Die existierende Menge 𝕎 aller Welten ist unveränderlich, weil sie sonst der Voll-
ständigkeit widerspräche. Dies bedeutet jedoch nicht, dass Veränderungen in den Welten nicht existieren 
oder alles determiniert ist. Hierbei hilft es die Zeit räumlich zu betrachten. 
 
Lemma: Wegen 𝜈𝑚 ≤ 1 ≤ 𝑎 für alle 𝑚 ∈ νℕ und 𝑎 ∈ νℝ≥1 ist das Archimedische Axiom ungültig. 
 
Archimedischer Satz: Es gibt ein 𝑚 ∈ νℕ mit 𝑎 < 𝑏𝑚 genau dann, wenn mit 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ>0 für 𝑎 > 𝑏 zumindest 𝑎 < 
𝑏ν gilt, da ν = max νℕ ist. 
 
Behauptung: Das Cantor-Polynom 𝑃(𝑚, 𝑛) := ((𝑚 + 𝑛)2 + 3𝑚 + 𝑛)/2 bildet ωℕ2 bijektiv auf ωℕ ab. 
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Widerlegung: Es gilt 𝑃(ω, ω) = ω̂ὼ > ω = max ωℕ. 
 
Bemerkung: Ebenso wird die Fueter-Pólya-Vermutung widerlegt. Wird die Menge ωℕ2 durch {(𝑚, 𝑛) ∈ ωℕ2 : 
𝑚 + 𝑛 ≤ 𝑘 ∈ ωℕ} mit 𝑘(𝑘 + 3) = ω̂ ersetzt, gilt die Behauptung. Da es unendlich viele Mengen mit Anzahl der 
Elemente zwischen |νℕ| und |νℝ| gibt, ist auch die Kontinuumshypothese falsch. 
 

Definition: Die Summe 𝑝(z) = +𝑘=0
𝑚́

𝑎𝑘𝑧𝑘  mit 𝑧 ∈ ℂ und 𝑚 ∈ ℕ* heißt 𝑚-Polynom, falls die Anzahl der Koef-
fizienten mit bspw. 𝑎𝑘 ∈ cℤ oder 𝑎𝑘 ∈ ωℤ und 𝑘 ∈ ℕ<𝑚 und 𝑎𝑘 ≠ 0 endlich ist, sonst 𝑚-Reihe. Es heißt deg(𝑝) 
:= 𝑚́ für 𝑎𝑘 ≠ 0 der Polynom- bzw. Reihengrad von 𝑝. Für das Nullpolynom 𝑝 = 0 sei deg(𝑝) := ‒1. Eine 𝑝(z) 
auf null setzende Zahl 𝑧 ∈ ℂ wird als Nullstelle und 𝑚-algebraische Zahl (AZ) bezeichnet. Ist 𝑝(𝑧) das Mini-
malpolynom von 𝛼 ∈ ℂ mit 0 ≠ 𝑝(𝛼) ≈ 0, so gelte min |𝑝(𝑧)| = |𝑝(𝛼)|. 
 
Definition: Die Mengen dazu heißen 𝐴 := 𝔸 

𝑚
ℝ im reellen Fall und ℝ 

𝑚
ℂ ⊃ 𝔸 

𝑚
ℂ ⊃ ℝ𝑚

𝑚
ℂ ⊃ ℤ 

𝑚
ℂ ⊃ ℕ 

𝑚
ℂ im 

komplexen. Für 𝑎deg(𝑝) = 1 ergeben sich 𝑚-ganzalgebraische Zahlen. Die weder ein 𝑚-Polynom noch eine 𝑚-
Reihe auf null setzenden 𝑧 ∈ ℂ heißen 𝑚-transzendent und bilden die Mengen 𝑇 := 𝑚𝕋ℝ im reellen Fall und 
𝑚𝕋ℂ := (𝑇 + 𝐴) ∪ (𝐴 + 𝑇) im komplexen. Für 𝑚 := ν liegt herkömmliche Transzendenz vor. 
 

Definition: Für 𝕂 ∈ {ℂ, ℝ} heißen zwei verschiedene Punkte 𝑥 und 𝑦 einer Teilmenge 𝑀 ⊆ 𝕂𝑛 mit 𝑛 ∈ ℕ* benach-
bart, wenn mit der euklidischen Norm ‖·‖ für alle Punkte 𝑧 ∈ 𝑀 gilt: ‖x − y‖ ≤ max(‖x − z‖, ‖y − z‖). Haben 

alle benachbarten Punkte von 𝑀 ⊆ 𝕂𝑛 den Minimalabstand ℎ ∈ ℝ>0, wird 𝑀 als ℎ-homogen mit der Notation 
ℎ-𝑀 bezeichnet. Im Fall ℎ = 𝜄 heißt 𝑀 lückenlos. Es gilt die Isomorphie ℂ𝑛 ≅ ℝ𝑛̂. 
 
Definition: Sei 𝑢↾𝑛 ≔ (𝑢, …, 𝑢)T ∈ 𝕂𝑛. Es wird 𝑢↾𝑛 "𝑢 rep 𝑛" gesprochen. Existiert zu jedem 𝑥 ∈ 𝕂𝑛 ein Punkt 

𝑦 ∈ 𝑀 mit ‖𝑥 − 𝑦‖ = 𝜄, heißt 𝑀 ⊆ 𝕂𝑛 dicht in 𝕂𝑛. Für das punktsymmetrische 𝕂̇𝑛 zu 𝕂𝑛 ist ein 𝑛-Würfel mit 

Seitenlänge σ durch σℝ𝑛 := ×𝑘=1
𝑛 σℝ gegeben und eine 𝑛-Kugel durch σℝ̇𝑛 mit Radius σ. Sei 𝕌 die Fuzzy-

Menge, ℚ die Menge der Quaternionen, 𝕆 die der Oktonionen und 𝕊 die der Sedenionen. 
 

Bemerkung: Das ℎ-Homogenisieren trägt ℎ vom Ursprung ausgehend in jeder Dimension ab. Zwischen Zah-

len liegende Elemente sind auf die nächstgelegenen ℎ-homogenen Elemente zu runden. Hierbei geben die 

Logarithmen zur Basis 2 (s. Nichtstandardanalysis) 2ν, 2𝜔 und 2𝜄 ̃die maximale Anzahl der Vor- wie Nach-

kommastellen der Elemente von 𝜈-νℝ,  𝜔̃-ωℝ und (𝜄-)ℝ an. 
 
Hauptsatz der Mengenlehre: Die Menge ℝ ist ein maximaler, linear geordneter, abgeschlossener, kontinu-
ierlicher und 𝜄-homogener Körper mit |ℝ| = 2𝜄2̃ + 1, da ℎ-homogenisierte Elemente mit Abstand 𝜄 Kontinu-
ität garantieren, obwohl der genaue Wert von 𝜄 unbestimmt ist. 
 
Bemerkung: Somit existieren irrationale Zahlen nicht und ℕ, ℤ, ℝ sowie ℂ sind ℎ-homogen: das Erdős-Ulam-
Problem ist gelöst. Da die Rekonstruktion reeller Zahlen mit notwendig periodischer Bruchentwicklung ein-
deutig ist, schränkt die ℎ-Homogenität nicht wesentlich ein. Eine vollständige Homogenität (d. h. in allen 
Richtungen) höherdimensionaler reeller Räume ist nicht möglich, wie eine einfache Überlegung zu Kreisen 
bzw. Kugeln zeigt ‒ auch bei Aufrollen eindimensionaler Räume. 
 
Folgerung: Für jede nicht-leere Menge lässt sich eine lineare Ordnung definieren. 
 
Bemerkung: Anders als herkömmlich (vgl. [1072], S. 33) lassen sich jeweils unmittelbare Vorgänger und 
Nachfolger angeben. Anschaulich ist dies ein Auffädeln von Perlen zu einer Kette, wobei die Anzahl der Di-
mensionen unerheblich ist. Die lineare Ordnung einzelner Punkte kann für den ℝ𝑛 mit 𝑛 ∈ ℕ* bspw. Dimen-
sion für Dimension geschehen: Die Gesamtlänge der Kette beträgt dann 𝜄 |ℝ|𝑛. Eine andere lineare Ordnung 
ist die bei 0↾𝑛 beginnende spiralförmige nach der euklidischen Norm der einzelnen Punkte. 
 
Bemerkung: Die Mengenlehre insgesamt ist natürlich umfangreicher, da hier nur wesentliche (neue) Gedan-
ken präsentiert wurden. Nur böse Zungen behaupten, dass falsch sei, was an der Cantorschen Mengenlehre 
nicht trivialerweise richtig ist. Fest steht jedoch, dass letztere in weiten Teilen nicht aufrechterhalten werden 
kann, aber trotzdem noch genügend interessante Ideen enthält, die weiterverfolgt werden sollten. Eine nähere 
Wertung soll hierbei allerdings aus Gerechtigkeitsgründen unterbleiben. 
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Nichtstandardanalysis 
 
Vorbemerkung: Im Folgenden gelten die Definitionen aus Mengenlehre sowie Topologie und es sei zumeist 
𝑚, 𝑛 ∈ ωℕ*. Die Integration und Differentiation in beliebigen stets nicht-leeren Teilmengen 𝐴 von (ω)𝕂𝑛 wird 
untersucht. Das Abbildungskonzept verlangt, jedes außerhalb der Bildmenge abgebildete Element durch 
das jeweils nächste der Zielmenge zu ersetzen, im Fall der Nichteindeutigkeit durch Auswahl eines von 
ihnen. Das Folgende lässt sich leicht auf andere Mengen und Normen verallgemeinern. 
 
Definition: Die Abbildung ‖·‖: 𝕍 → (ω)ℝ≥0 mit 𝕍 Vektorraum über (ω)𝕂 heißt Norm, wenn für alle 𝑥, 𝑦 ∈ 𝕍 
und alle λ ∈ (ω)𝕂 gilt: ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0 (Definitheit), ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (Homogenität) und ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ 
(Dreiecksungleichung). Die Dimension von 𝕍 als der maximalen Anzahl linear unabhängiger Vektoren wird 
mit Dim 𝕍 bezeichnet. Die Normen ‖·‖𝑎 und ‖·‖𝑏 heißen äquivalent, wenn nicht-infinitesimale 𝑠, 𝑡 ∈ νℝ>0 
existieren, sodass s‖x‖b ≤ ‖x‖a ≤ t‖x‖b für alle 𝑥 ∈ 𝕍 gilt. 
 
Satz: Sei 𝑁 die Menge aller Normen in 𝕍. Diese sind genau dann äquivalent, wenn ‖x‖a ‖x‖b⁄  für alle ‖·‖𝑎, 
‖·‖𝑏 ∈ 𝑁 und alle 𝑥 ∈ 𝕍* endlich, aber nicht infinitesimal ist. 
 
Beweis: Es werde 𝑠 := min {‖x‖a ‖x‖b⁄ : 𝑥 ∈ 𝕍*} und 𝑡 := max {‖x‖a ‖x‖b⁄ : 𝑥 ∈ 𝕍*} gesetzt. 
 
Definition: Für die charakteristische Funktion χ gelte χ𝐴(𝑎) := 1 für 𝑎 ∈ 𝐴 und χ𝐴(𝑎) := 0 für 𝑎 ∉ 𝐴. In R 

:  ≔ ℝ 
∪ {‒∞, ∞} lässt sich mit ∞ ≫ ι̃2 wie mit einer Konstanten rechnen. Sei sgn(𝑧) := z̃|z|χℂ*(𝑧) für komplexe 𝑧 und 

sgn(𝑥) := x̃|x|χ R 
: *(𝑥) für reelle 𝑥. Der Flächeninhalt oder halbe Umfang von 1Ṙ2 ergibt die Kreiszahl π. Die 

Lösung von 𝑥π = ‒1 sei die Eulersche Zahl 𝑒. Dann definiert 𝑒ln 𝑧 = 𝑧 eine Logarithmusfunktion ln und die Po-
tenzfunktion 𝑧𝑠 = 𝑒𝑠 ln 𝑧 mit 𝑠, 𝑧 ∈ ℂ. Die Exponentiation lässt sich so (formal) festlegen. 
 
Bemerkung: Das Ersetzen von ±0 durch ±∞̃ macht Berechnungen eindeutig und widerspruchsfrei. Die Defi-
nition von 𝑒 ist 𝒪(ν̃) größer als die durch (1 + ν̃)ν (Rechnen mit Näherungen!): Die exakt differenzierte Ex-
ponentialreihe mit möglichst vielen Gliedern rechtfertigt erstere. 
 
Definition: Die Funktion μℎ: 𝐴 → ℝ≥0 für eine 𝑚-dimensionale Menge 𝐴 ⊆ (ω)ℂ𝑛 mit ℎ ∈ ℝ>0 kleiner gleich 
dem Minimalabstand der Punkte in 𝐴, 𝑚 ∈ ωN≤n̂ und μℎ(𝐴) := |𝐴| ℎ𝑚 sowie μℎ(∅) = |∅| = 0 heißt exaktes ℎ-
Maß von 𝐴 und 𝐴 ℎ-messbar. Das exakte Standardmaß sei μι (ggf. ohne Angabe von ι). 
 
Bemerkung: Da die Vereinigung 𝐴 paarweise disjunkter ℎ-homogener Mengen 𝐴𝑖 mit 𝑖 ∈ 𝐼 ⊆ ℕ offenbar 
additiv und eindeutig μh(A) = +i∈I μh(Ai) ergibt, wird das Maßproblem neu positiv beantwortet. Die 
strenge Monotonie folgt für ℎ-homogene Mengen 𝐴1, 𝐴2 ⊆ (ω)𝕂𝑛 mit 𝐴1 ⊂ 𝐴2 aus μℎ(𝐴1) < μℎ(𝐴2). Ist ℎ nicht 
bei allen betrachteten Mengen 𝐴𝑖 gleich, so wird das Minimum von allen ℎ gewählt und homogenisiert wie in 
der Mengenlehre beschrieben. Im Folgenden sei ‖·‖ die euklidische Norm. 
 
Beispiele: Besteht 𝐴 ⊂ [0, 1[𝑛 aus Punkten mit kleinstwertigem Bit 1 (0) in allen 𝑛 ∈ ωℕ* Koordinaten, so gilt 
μι(𝐴) = 2̃n. Da 𝐴 eine unendliche und herkömmlich nicht abzählbare Vereinigung einzelner Punkte ist ohne 
Nachbarpunkte aus [0, 1[𝑛 in 𝐴 und diese Punktmengen Lebesgue-Nullmengen darstellen, ist 𝐴 nicht Lebes-
gue-messbar, wohl aber exakt messbar. Dichter zusammengeschobene Gebiete aus (ω)𝕂𝑛 haben keine klei-
nere (größere) Durchschnittsmenge (Vereinigungsmenge) als zuvor. 
 
Bemerkung: Das exakte ℎ-Maß misst optimal, da es nur die NRen eines Punktes berücksichtigt, d. h. im Ext-
remfall die Abstände der Punkte parallel zu den Koordinatenachsen. Begriffe wie σ-Algebra oder Nullmen-
gen sind entbehrlich, da die leere Menge ∅ die einzige Nullmenge ist. 
 
Definition: Die irreflexive symmetrische NR 𝘉 ⊆ 𝐴2 beschreibt benachbarte Punkte in 𝐴. Die Funktion γ: 𝐶 
→ 𝐴 ⊆ ℂ𝑛 mit einem ℎ-homogenen 𝐶 ⊆ ℝ und infinitesimalem ℎ heißt Weg, wenn ‖γ(x)-γ(y)‖ für benachbarte 
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 infinitesimal ist und (γ(𝑥), γ(𝑦)) ∈ 𝘉 gilt. Sei 𝑧0 ∈ 𝐴 ⊆ 𝕂𝑛 und 𝑓: 𝐴 → (ν)𝕂𝑚. NRen werden stets als 
(Vorgänger, Nachfolger) in der Form (𝑧0, ↷z0) oder (↶𝑧0, 𝑧0) notiert, wobei ↷ "post" und ↶ "prä" gesprochen 
und 𝘉 nicht explizit erwähnt wird, sofern es aus dem Zusammenhang klar ist. 
 
Definition: Gilt für infinitesimales α ∈ (ω)ℝ>0 die Beziehung ‖f( z 

↷
0)-f(z0)‖ < α, heißt 𝑓 α-nachfolgerstetig in 

𝑧0 in Richtung ↷𝑧0. Spielt der genaue Betrag von α keine Rolle, darf α weggelassen werden. Ist 𝑓 für alle 𝑧0 und 
↷𝑧0 α-nachfolgerstetig, so handelt es sich schlicht um α-Stetigkeit. Hierbei heißt α der Grad der Stetigkeit. 
Gilt die Ungleichung nur für α = ν̃, handelt es sich schlicht um (Nachfolger-) Stetigkeit. 
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Beispiel: Die Funktion 𝑓: ℝ → {±1} mit 𝑓(𝑥) = 1x̂ι ist in ℝ nirgends nachfolgerstetig, wohl aber ihr Betrag 
(vgl. Zahlentheorie). Hierbei ist 𝑥/ι aufgrund der ι-Homogenität von ℝ ganzzahlig. Wird 𝑓(𝑥) = 1 für endliche 
Brüche 𝑥 gesetzt und = ‒1 andernfalls, so ist 𝑓(𝑥) in den unendlichen Brüchen 𝑥 teilweise ι-nachfolgerstetig 
im Gegensatz zur herkömmlichen Auffassung. 
 

Beispiel einer Peanokurve (vgl. [739], S. 188): Sei 𝑔: ωℝ → ωℝ gerade, periodisch mit der Periode 2 und in 
𝐼 := [0, 1] gegeben durch 𝑔(𝑠) = χ[1,3̌](s̃) + χ]3̌,3[(s̃)(3s-1). Die Funktion ϕ: 𝐼 → ωℝ2 sei definiert durch 

 

ϕ(s)= (+n=0
ω

2̃ǹg(4n̂s), +n=0
ω

2̃ǹg(4n̂+1s)). 

 
Die Funktion ϕ ist mindestens stetig, da die Summen lokal letztlich lineare Funktionen in 𝑠 sind. Dass sich 
so 𝐼 bijektiv auf 𝐼2 abbilden ließe, ist ein Irrtum: die Viererpotenzen in der Funktion 𝑔 und die von 𝑔 ange-
nommenen Werte 0 und 1 in zwei Teilintervallen dünnen 𝐼2 so stark aus, dass eine Bijektion unmöglich ist. 
Den Beweis auf endliche Brüche zu beschränken, ist schlicht unzureichend. 
 
Definition: Für 𝑓: 𝘈 → (ω)𝕂𝑚 heißt ↓↷ f(z) ∶=  f( z 

↷ )- f(z) Nachfolger-Differential von 𝑓 in Richtung ↷𝑧 in 𝑧 ∈ 
𝐴. Ist Dim 𝐴 = 𝑛, so steht ↓↷𝑓(𝑧) für eine Nachfolgerableitung in jeder Variablen. Gemischte Differentiale 
werden durch mehrere Pfeile gekennzeichnet. Sind sie unwichtig, werden sie weggelassen. Gilt 𝑓(𝑧) = 𝑧, 
lässt sich ↓↷𝑧 statt ↓↷𝑓(𝑧) schreiben. Klare 𝐴 oder 𝘉 bleiben unerwähnt. 
 
Definition: Hierbei wird ↓ "ab" gesprochen. Gilt |𝑓(↷𝑥) – 𝑓(𝑥)| > ω̃ für ein 𝑥 von 𝑓: 𝐴 ⊆ ωℝ → ωℝ, so heißt 𝑥 
Sprungstelle. Ist der Betrag des Nachfolger-Differentials von 𝑓 in Richtung ↷𝑧 in 𝑧 ∈ 𝐴 kleiner als α und infi-
nitesimal, so ist 𝑓 dort auch α-nachfolgerstetig. Eine (unendlich) reellwertige Funktion 𝑓: 𝐴 ⊆ (ω)𝕂𝑛 → ωℝ 
heißt konvex (konkav) (in Zeichen 𝑓 ∈ Con(𝐴)), wenn ihr Graph unterhalb (oberhalb) oder auf jeder Ver-
bindungsstrecke zweier seiner Punkte liegt. Kann "oder auf" entfallen, gilt dies streng. 
 
Satz: Mit 𝐴 ⊆ (ω)𝕂𝑛 sind alle 𝑓 ∈ Con(𝐴) α-nachfolgerstetig und nachfolgerdifferenzierbar. 
 
Definition: Die 𝑚 arithmetischen Mittel aller 𝑓𝑘(↷𝑧) von 𝑓(𝑧) bilden die 𝑚 gemittelten genormten Tangen-
tialnormalenvektoren von 𝑚 eindeutig bestimmten Hyperebenen, die die 𝑚𝑛 stetigen Ableitungen für die 
Jacobi-Matrix eines nicht unbedingt stetigen 𝑓 liefern. Die Hyperebenen werden dabei so angesetzt, dass sie 
jeweils durch 𝑓𝑘(↷𝑧) und das nach 0 translatierte 𝑓(𝑧) gehen. Den Betrag ihrer Koeffizienten minimiert ein 
sehr einfaches linear lösbares lineares Programm (vgl. Lineare Optimierung). 
 
Definition: Die Nachfolgerableitung in Richtung ↷𝑧𝑘 von 𝐹: 𝐴 → (ω)𝕂 in 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑛) ∈ 𝐴 ⊆ (ω)𝕂𝑛 mit 𝑘 ∈ N≤n

*  
ergibt sich als 

↓↷ F(z)

↓↷ zk

≔
F(z1, … , zk 

↷ , … , zn)-F(z)

zk 
↷ -zk

. 

 
Definition: Die Ableitung einer Funktion 𝑓: 𝐴 → (ω)ℝ mit 𝐴 ⊆ (ω)ℝ sei genau dann 0, wenn 0 im Intervall mit 
den Grenzen der exakten Vorgänger- und Nachfolgerableitung liegt oder wo 𝑓 unstetig ist. Differenzierbar-
keit ist also immer gegeben. Sei num(𝑥) = 𝑝 ∈ ℤ die Zählerfunktion und den(𝑥) = |𝑞| ∈ ℕ* die Nennerfunk-
tion von 𝑥 = 𝑝/𝑞 ∈ ℝ mit 𝑝 ⟂ 𝑞. 
 
Gilt mit den Bezeichnungen von oben für eine Funktion 𝑓 = (𝑓1, ..., 𝑓𝑛): 𝐴 → (ω)𝕂𝑛 mit 𝑧 ∈ 𝐴 ⊆ (ω)𝕂𝑛 
 

f(z) = (
F( z1 

↷ , z2, … , zn)-F(z1, … , zn)

z1 
↷ -z1

, … ,
F(z1, … , zn-1, zn 

↷ )-F(z1, … , zn)

zn 
↷ -zn

) = (
↓↷ F1(z)

↓↷ z1

, … ,
↓↷ Fn(z)

↓↷ zn

) ,

,                              
 

 
so heißt f(z) =  ∇ F↷(z) mit dem Nabla-Operator ∇ die exakte Nachfolger-Ableitung F'↷(𝑧) bzw. der exakte 
Nachfolger-Gradient grad 𝐹↷(𝑧) der dann in Richtung ↷𝑧 exakt differenzierbaren Funktion 𝐹(𝑧). 
Gilt dies für alle 𝑧 ∈ 𝐴, so heißt 𝐹 exakt differenzierbare Stammfunktion (SF) von 𝑓. Die Übereinstimmung 
der Ableitungen in allen Richtungen heißt Holomorphie. (𝐴 = νℂ und 𝑛 = 1 machen 𝐹 herkömmlich holo-
morph). Auf einem Bereich 𝔻 sei 𝒪(𝔻) ⊆ 𝒞(𝔻) ⊆ ℂ der Ring holomorpher bzw. stetiger Funktionen. 
 
Kettenregel: Für 𝑥 ∈ 𝐴 ⊆ (ω)ℝ, 𝘉 ⊆ 𝐴2, 𝑓: 𝐴 → 𝐶 ⊆ (ω)ℝ, 𝐷 ⊆ 𝐶2, 𝑔: 𝐶 → (ω)ℝ gilt bei Wahl von 𝑓(↷𝑥) = ↷𝑓(𝑥), 
 

https://de.wikipedia.org/wiki/Funktionsgraph
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g'(f(x)) = g'(f(x))f '(x). 
Beweis: 
 

g'(f(x)) =
g(f( x 

↷ ))-g(f(x))

f( x 
↷ )-f(x)

f( x 
↷ )-f(x)

x 
↷ -x

=
g( f(x) 

↷ )-g(f(x))

f(x) 
↷ -f(x)

f '↷(x) = g'(f(x))f '(x). 

 

Produktregel: Es gilt (fg)
'(x) =  f'(x)g(x) + f( x 

↷ )g'(x) = f'(x)g( x 
↷ ) + f(x)g'(x) . 

 
Beweis: Addition und Subtraktion im Zähler von f( x 

↷ )g(x) bzw. f(x)g( x 
↷ ). 

 
Quotientenregel: Seien die Nenner der folgenden Quotienten nicht 0. Dann gilt: 
 

(
f

g
)

'

(x) =  
f'(x)g(x)-f(x)g'(x)

g(x)g( x 
↷ )

=
f'(x)g( x 

↷ )-f( x 
↷ )g'(x)

g(x)g( x 
↷ )

 . 

 
Beweis: Addition und Subtraktion im Zähler von f(x)g(x) bzw. f( x 

↷ )g( x 
↷ ). 

 
Bemerkung: Hierbei müssen die Argumente und Funktionswerte einer kleineren Unendlichkeitsstufe als ι̃ 
angehören sowie 𝑓 und 𝑔 in 𝑥 ∈ 𝐴 hinreichend (α-)stetig sein. D. h. α muss klein genug sein, um ↷𝑥 durch 𝑥 
ersetzen zu können. Analoges gilt für infinitesimale Argumente. Die exakte Ableitung der Umkehrfunktion lautet 
f -1'(y) = 1/f '(x) aus 𝑦 = 𝑓(𝑥) und der Identität 𝑥 = 𝑓–1(𝑓(𝑥)) mithilfe der Kettenregel bei gleicher Genauigkeit. 
Die Regel von de l’Hospital ist für (α-)stetige Funktionen 𝑓 und 𝑔 sinnvoll und ergibt sich für 𝑓(𝑣) = 𝑔(𝑣) = 0 mit 
𝑣 ∈ 𝐴 sowie g( v 

↷ ) ≠ 0 aus 
f( v 

↷ )

g( v 
↷ )

=
f( v 

↷ )-f(v)

g( v 
↷ )-g(v)

=
f'↷(v)

g'↷(v)
. 

 
Bemerkung: Wo der Quotient definiert ist, lässt sich im (herkömmlich) (unendlich) reellen Fall die exakte 
Ableitung alternativ auch überall 

F↔
' (v) ≔

F( v 
↷ )-F( v 

↶ )

v 
↷ - v 

↶  

 
setzen. Vor allem wenn ↷𝑣 – 𝑣 = 𝑣 – ↶𝑣 ist und die zusammengefassten Ableitungen gleiches Vorzeichen 
haben, hat dies den Vorteil F↔

' (𝑣) eher als "Tangentensteigung" im Punkt 𝑣 aufzufassen, z. B. wenn 𝐹 α-stetig 
in 𝑣 ist. Die Übertragung ins (herkömmlich) Komplexe erfolgt analog. 
 
Definition: Mit 𝑧 ∈ 𝐴 ⊆ (ω)𝕂𝑛 heißt ↑z∈A f(z)↓z ≔ +z∈A f(z)( z 

↷ -z) 
 
das exakte Nachfolgerintegral eines Vektorfeldes 𝑓 = (𝑓1, ..., 𝑓𝑛): 𝐴 → (ω)𝕂𝑛 in 𝐴 und 𝑓(𝑧) exakt integrierbar. 
Ist hierfür mindestens ein Punkt aus 𝐴 zu entfernen, so heißt das exakte Integral uneigentlich. Hierbei wird ↑ 
"auf" gesprochen. Für γ: 𝐺 = [𝑎, 𝑏[ ∩ 𝐶 → 𝐴 ⊆ (ω)𝕂𝑛, 𝐶 ⊆ ℝ und 𝑓 = (𝑓1, ..., 𝑓𝑛): 𝐴 → (ω)𝕂𝑛 heißt 
 

↑γ f(ζ)↓ζ = ↑t∈G f(γ(t))γ'(t)↓t 

 
mit ↓𝑡 > 0, ↷𝑡 ∈ ]𝑎, 𝑏] ∩ 𝐶 bei Wahl von ↷γ(𝑡) = γ(↷𝑡) wegen ζ = γ(𝑡) und ↓↷ζ = γ(↷𝑡) – γ(𝑡) = γ′(𝑡)↓↷𝑡 (z. B. 
für 𝐶 = ℝ, 𝐵 maximal in ωℂ2 und 𝐷 maximal in ωℝ2) das exakte Nachfolgerkurvenintegral (KI) eines Vek-
torfeldes 𝑓 längs des Weges γ. Uneigentliche exakte KIe werden analog den exakten Integralen definiert, ohne 
das Entfernen von Intervallendpunkten von 𝐺 zuzulassen. 
 
Bemerkung: Das (lineare) exakte KI erfordert kein stetiges 𝑓, existiert immer und stimmt mit dem her-
kömmlichen KI auf (ν)𝕂 weitgehend überein. Es ist im (herkömmlich) (unendlich) reellen Fall monoton. 
 

Satz, der den von Froda verbessert: Eine monotone Funktion 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ωℝ hat maximal 2ω2 – 1 Sprungstel-

len, da zwischen –ω und ω sind maximal 2ω2 Sprünge von ω̃ möglich und die Funktion außer an den Sprung-

stellen wie eine Treppenfunktion ihre Werte halten kann. 
 
Zwischenwertsatz: Sei 𝑓: [𝑎, 𝑏] → (ω)ℝ α-stetig in [𝑎, 𝑏]. Dann nimmt 𝑓(𝑥) für 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] jeden Wert zwischen 
min 𝑓(𝑥) und max 𝑓(𝑥) mit einer Genauigkeit < α an. Ist 𝑓 in ωℝ stetig, nimmt es jeden Wert von νℝ zwischen 
min 𝑓(𝑥) und max 𝑓(𝑥) an. 
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Beweis: Mit jeweils 𝑓(𝑥) als Mittelpunkt existiert zwischen min 𝑓(𝑥) und max 𝑓(𝑥) eine lückenlose Kette 
von sich überlappenden α-Umgebungen, da sonst ein Widerspruch zur α-Stetigkeit von 𝑓 entstünde. Der 
zweite Teil der Behauptung folgt aus der Tatsache, dass eine Abweichung |f( x 

↷ )-f(x)| < ν̃ in νℝ die herkömm-
lich maximal zugelassene Auflösung unterschreitet. 
 
Bemerkung zum Satz vom Minimum und Maximum: Die stetige Funktion 𝑓(𝑥) := ω̂ sin(ω𝑥) nimmt für 𝑥 ∈ 
[-1, 1] die Minima – ω̂ und die Maxima ω̂ als unendliche Werte an. 
 
Beispiel: Die ι̂-stetige Funktion 𝑓: (ω)ℝ → {0, ι} mit 𝑓(𝑥) := ι̌(1x̂/ι + 1) besitzt nur die lokalen Minima 0 bzw. 

lokalen Maxima ι sowie die links- bzw. rechtsseitigen exakten Ableitungen ±1. 
 

Beispiel: Mit 𝑞 = den(𝑥) und 𝑓(𝑥) := χ R 
ω (x)i 

q̂q́/q, hat 𝑓: [0, 1] → [ί, –ί] die beiden relativen Extrema ±ί (vgl. 

[763], S. 24). 
 
Definition: Für alle 𝑥 ∈ 𝑉 eines ℎ-homogenen 𝑛-Volumens 𝑉 ⊆ [𝑎1, 𝑏1]×...×[𝑎𝑛, 𝑏𝑛] ⊆ (ω)ℝ𝑛 mit 
𝐵 = 𝐵1×...×𝐵𝑛, 𝐵𝑘 ⊆ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘]2 und |↓𝑥𝑘| = ℎ für alle 𝑘 ∈ N≤n

*  heißt mit 𝑓(𝑥) := 0 für alle 𝑥 ∈ (ω)ℝ𝑛 \ 𝑉 
 

↑x∈V f(x)↓x ≔ ↑x∈V f(x)↓(x1, … , xn) ≔↑an

bn … ↑a1

b1 f(x)↓x1…↓xn 

 
das exakte Volumenintegral über eine dann volumenintegrierbare Funktion 𝑓: (ω)ℝ𝑛 → (ω)ℝ. 
 
Bemerkung: Die Isomorphie von ℂ und ℝ2 liefert im Komplexen Entsprechendes und ↑x∈V ↓x ≔ μh(V). 
 
Beispiel: Mit dem exakten Volumenintegral im Gegensatz zum Lebesgue-Integral erfüllt 
 

‖f‖p ≔ (↑x∈V‖f(x)‖p↓x)p̃ 

 
für beliebiges 𝑓: (ω)ℝ𝑛 → (ω)ℝ𝑚 und 𝑝 ∈ [1, ω] alle Eigenschaften einer Norm, auch die Definitheit. 
 
Beispiel: Sei [𝑎, 𝑏[ ∩ ℎωℤ ≠ ∅ eine ℎ-homogene Teilmenge von [𝑎, 𝑏[ ∩ ωℝ mit 𝐵 ⊆ [𝑎, 𝑏[ ∩ ℎωℤ × ]𝑎, 𝑏] ∩ ℎωℤ. 
Sei ferner 𝑇 eine SF von einer in [𝑎, 𝑏[ ∩ ℎωℤ nicht notwendig konvergenten Taylorreihe (TR) 𝑡 und 𝑓(𝑥) := 
𝑡(𝑥) + ε 1x̂/h mit herkömmlich reellen 𝑥 und ε ≥ ν̃. Für ℎ = ν̃ ist 𝑓 weder stetig noch herkömmlich differenzier-
bar bzw. integrierbar in [𝑎, 𝑏[ ∩ ℎωℤ, aber es gilt exakt für alle ℎ 
 

 f'(x) = t'(x)-↓x̃ε̂1x̂/h 

und 

↑x∈[a,b[ ∩ hωZ f(x)↓x = T(b)-T(a) + ε̌(1â h⁄ -1b̂ h⁄ ). 

 

Beispiel: Die herkömmlich nicht messbare Mitteldrittel-Cantormenge C3̃ hat das Maß μι(C3̃) = 3̌-ω. Sei die Funk-

tion 𝑐: [0, 1] → {0, 3̌ω} definiert durch 𝑐(𝑥) = 3̌ωχC3̃
(x). Dann gilt 

 

↑x∈[0,1] c(x)↓x = +x=0
1

c(x)↓x = 3̌ωμι(C3̃) = 1. 

 
Definition: Eine Folge (𝑎𝑘) mit Folgengliedern 𝑎𝑘 ist eine Abbildung von (ω)ℤ nach (ω)ℂ𝑚: 𝑘 ↦ 𝑎𝑘. Eine Reihe ist 

eine Folge (𝑠𝑘) mit 𝑚 ∈ (ω)ℤ, dem Konvergenzradius 𝑟 und den Partialsummen sk = +j=m
k

aj. Eine Folge (𝑎𝑘) 

mit 𝑘 ∈ (ω)ℕ*, 𝑎𝑘 ∈ (ω)ℂ und α ∈ ]0, ν̃] heißt α-konvergent gegen 𝑎 ∈ (ω)ℂ, wenn es ein 𝑚 ∈ (ω)N≤k
*  gibt, sodass 

|𝑎𝑘 – 𝑎| < α für alle 𝑎𝑘 und nicht zu kleinem 𝑘 – 𝑚 gilt. Die Menge α-𝐴 aller solchen 𝑎 heißt α-Grenzwertmenge 
von (𝑎𝑘), der aus ihr (z. B. als letzter oder Mittelwert) bestimmte eindeutige Repräsentant α-Grenzwert α-
𝑎. Für speziell 𝑎 = 0 ergibt sich eine Nullfolge. Gilt die Ungleichung lediglich für α = ν̃, so darf α- entfallen. 
Meistens wird 𝑘 maximal und α minimal gewählt. 
 
Bemerkung: Herkömmliche Grenzwerte sind kaum genauer als 𝒪(ω̃). Ihre tatsächliche Transzendenz oder 
Algebraizität wird selten beachtet! Um die Relevanz ausschließlich des größten Indexes zu vermeiden (vgl. 
[813], S. 144), wäre in der herkömmlichen Formulierung zu ergänzen, dass sich stets unendlich viele bzw. 
fast alle Folgenglieder mit beliebig kleinem Abstand zum Grenzwert und nur endlich viele mit größerem 
finden lassen. Erst dann gilt das Monotonieprinzip (vgl. a. a. O. S. 155). 
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Beweis: 

Bemerkung: Der Hauptsatz der Mengenlehre macht die Darstellung jeder positiven Zahl durch einen ein-
deutig bestimmten unendlichen Dezimalbruch haltlos (vgl. S. 27 f.). Wird ε := ↷0 gesetzt, werden alle Be-
weise falsch, die für ε ∈ (ω)ℝ>0 – speziell für alle ε ∈ (ν)ℝ>0 – behaupten, dass eine reelle Zahl εr̃ mit reellem 𝑟 
∈ (ω)ℝ>1 existiere. Andererseits kann ein infiniter Regress entstehen. Die εδ-Definition des Grenzwertes 
(fragliche Existenz von δ, S. 235 f.) benötigt ε als ein gewisses Vielfaches von ↷0. 
 
Bemerkung: Dies gilt auch für die εδ-Definition der Stetigkeit (vgl. S. 215). Die jeden reellen Wert verdop-
pelnde reelle Funktion entbehrt gleichmäßiger Stetigkeit, da sich generell δ := ↷0 und ε entsprechend grö-
ßer setzen lässt. Erfüllen zwei Funktionswerte die Bedingungen nicht, dann ist die Funktion dort auch nicht 
stetig. Also ist Stetigkeit bei Wahl des größten von allen gültigen infinitesimalen ε zur gleichmäßigen äqui-
valent. Die Äquivalenz zur Hölder-Stetigkeit ebenso leicht zeigen. 
 
Bemerkung: Hier ist ggf. eine unendliche reelle Konstante zuzulassen. Das Gleiche gilt für gleichmäßige Kon-
vergenz, da sich als alles erfüllender Index das Maximum der Indizes wählen lässt, der für jedes Argument 
gilt. Hier reicht stets ώ  aus. Andernfalls fehlt auch die punktweise Konvergenz. Also ist gleichmäßige Konvergenz 
bei Wahl des größten von allen gültigen infinitesimalen ε zur punktweisen äquivalent. 
 
Satz von Fubini: Für 𝑋, 𝑌 ⊆ (ω)𝕂 mit 𝑓: 𝑋×𝑌 → (ω)𝕂 ergibt ein Umordnen der Integralsummen 
 

↑Y↑X f(x, y)↓x↓y =↑X×Y f(x, y)↓(x, y) =↑X↑Y f(x, y)↓y↓x. 
 
Beispiel: Mit r±

2 ≔ x2 ± y2 ergibt sich gemäß dem Spätesteinsetzungsprinzip (s. u.) 
 

↑[a,b[×[c,d[ r̃+
4 r-

2↓(x, y) = ↑a
b r̃+

2 y↓x|
c

d
= -↑c

d r̃+
2 x↓y|

a

b
= arctan

d

b
-arctan

c

b
+ arctan

d

a
-arctan

c

a
 

 
das ggf. uneigentliche Integral 
 

I(a, b) ≔↑[a,b[2 r̃+
4 r-

2↓(x, y) = arctan
b

b
-arctan

a

b
+ arctan

b

a
-arctan

a

a
= π̌-π̌ = 0 

und nicht 

I(0,1) ≔↑0
1↑0

1 r̃+
4 r-

2↓y↓x =↑0
1 ↓x

1+x2 =
π

4
≠

π

4
= - ↑0

1 ↓y

1+y2 =↑0
1↑0

1 r̃+
4 r-

2↓x↓y = I(0,1). 

 
Vertauschungssatz: Vollständige (transfinite) Induktion erweist das Ergebnis mehrfacher Ableitungen ei-
ner Funktion 𝑓: 𝐴 → (ω)𝕂 als unabhängig von der Reihenfolge, solange erst zum Schluss Variablen durch 
Werte ersetzt oder Grenzwerte gebildet werden, falls erforderlich (Spätesteinsetzungsprinzip). 
 
Beispiel: Für 𝑓: ωℝ2 → ωℝ, 𝑓(0, 0) = 0 und 𝑓(𝑥, 𝑦) = r̃+

2 𝑥𝑦3 gilt mit r±
2 ≔ x2 ± y2: 

 
↓2f

↓x↓y
= r̃+

2 (y6 + 6x2y4-3x4y2) =
↓2f

↓y↓x
 

 
mit Wert 2̃ an der Stelle (0, 0), obwohl nachfolgend für 𝑥 = 0 links 𝑦 und für 𝑦 = 0 rechts 0 steht in 
 

↓f

↓x
= -r̃+

4 r-
2y3 ≠ r̃+

4 (xy4 + 3x3y2) =
↓f

↓y
, 

 
d. h. dann ergibt links die Ableitung nach 𝑦 den Wert 1 ≠ 0, welches die nach 𝑥 rechts ist. 
 
Erster Hauptsatz der exakten Differential- und Integralrechnung für KIe: Die Funktion F(z) = ↑γ f(ζ)↓ζ ist 

mit γ: [𝑑, 𝑥[ ∩ 𝐶 → 𝐴 ⊆ (ω)𝕂, 𝐶 ⊆ ℝ, 𝑓: 𝐴 → (ω)𝕂, 𝑑 ∈ 𝐺 = [𝑎, 𝑏[ ∩ 𝐶 bei Wahl von ↷γ(𝑥) = γ(↷𝑥) exakt diffe-
renzierbar und es gilt F'(z) = f(z) für alle 𝑥 ∈ 𝐺 und 𝑧 = γ(𝑥). 
 

 ↓F(z) =  ↑t∈[d,x] ∩ C f(γ(t))γ'(t)↓t- ↑t∈[d,x[ ∩ C f(γ(t))γ'(t)↓t =  ↑x f(γ(t))
γ( t 

↷ )-γ(t)

t 
↷ -t

↓t

                                                 =    f(γ(x))γ'(x)↓x         =      f(γ(x))( γ(x) 
↷ -γ(x))        =    f(z)↓z.                                                        

 

 
Zweiter Hauptsatz der exakten Differential- und Integralrechnung für KIe: Mit γ: 𝐺 → (ω)𝕂 gilt wie oben vo-
rausgesetzt 

F(γ(b))-F(γ(a)) =  ↑γ F'(ζ)↓ζ. 
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Beweis: 

Beweis: F(γ(b))-F(γ(a)) =    +t∈G F( γ(t)
 

↷
)-F(γ(t)) = +t∈G F'(γ(t)) ( γ(t)

 

↷
-γ(t))

                         =               ↑t∈G F'(γ(t))γ'(t)↓   =        ↑γ F'(ζ)↓ζ.
 

Korollar: Ist γ darüber hinaus ein geschlossener Weg (GW) mit SF 𝐹, gilt  ↑γ f(ζ)↓ζ = 0. 

 
Integralformel: Damit ist für 𝑓: 𝐴 → (ω)ℂ und den GW γ([𝑎, 𝑏[) ⊆ 𝐴 → (ω)ℂ genau dann (s. u.) 𝑓(𝑧) indγ(𝑧) = 

π̃̂ ↑γ ζ-z̃f(ζ)↓ζ, wenn aus 𝑔(𝜁) = ζ-z̃(f(ζ)-f(z)) folgt, dass ↑γ g(ζ)↓ζ = 0 gilt. 

 
Bemerkung: Dies trifft insbesondere zu, wenn 𝑔 auf γ([𝑎, 𝑏[) eine SF besitzt. Beide Hauptsätze gelten im 
herkömmlich reellen Fall analog. Für 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐺, 𝑢 ≠ 𝑣 und γ(𝑢) = γ(𝑣) ist ↷γ(𝑢) ≠ ↷γ(𝑣) erlaubt. 
 

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe impliziert ±n=1

ω
(ñ-ω) = 2e

 . 
 

Definition: Nach der Trapezregel sei ↑ 
T

z∈A
 f(z)↓z ≔ +z∈A 2̃(f(z) + f( z 

↷ ))( z 
↷ -z). 

 

Nach der Mittelpunktregel sei ↑ 
M

z∈A
 f(z)↓z ≔ +z∈A f (2̃(z + z 

↷ )) ( z 
↷ -z) . 

 
Bemerkung: Im ersten Hauptsatz wird die Ableitung ↓𝐹(𝑧)/ ↓𝑧 verschärft zum arithmetischen Mittel 2̃(𝑓(𝑧) 
+ 𝑓(↷𝑧)) bzw. zu 𝑓(2̃(𝑧 + ↷𝑧)), im zweiten Hauptsatz 𝐹(γ(𝑏)) – 𝐹(γ(𝑎)) zu 2̃(𝐹(γ(𝑏)) + 𝐹(↶γ(𝑏))) – 
2̃(𝐹(γ(𝑎)) + 𝐹(↷γ(𝑎))) bzw. zu 𝐹(2̃(γ(𝑏) + ↶γ(𝑏))) – 𝐹(2̃(γ(𝑎) + ↷γ(𝑎))). Hierbei ergeben sich im hinrei-
chend α-stetigen Fall von 𝑓 bzw. von 𝐹 am Rand nahezu die ursprünglichen Resultate. 
 
Leibnizregel für Parameterintegrale: Für 𝑓: (ω)Kǹ → (ω)𝕂, 𝑎, 𝑏: (ω)𝕂𝑛 → (ω)𝕂, ↷𝑥 := (𝑠, 𝑥2, …, 𝑥𝑛)T und 
𝑠 ∈ (ω)𝕂 \ {𝑥1} gilt bei Wahl von ↷𝑎(𝑥) = 𝑎(↷𝑥) und ↷𝑏(𝑥) = 𝑏(↷𝑥) 
 

↓

↓x1
(↑a(x)

b(x)
f(x, t)↓t) = (↑a(x)

b(x) ↓f(x,t)

↓x1
↓t) +

↓b(x)

↓x1
f( x 

↷ , b(x))-
↓a(x)

↓x1
f( x 

↷ , a(x)). 

 

  
↓

↓x1
(↑a(x)

b(x)
f(x, t)↓t) = (↑a(↷x)

b(↷x)
f( x 

↷ , t)↓t - ↑a(x)
b(x)

f(x, t)↓t) ↓x1⁄

= ((↑a(x)
b(x)

(f( x 
↷ , t)-f(x, t))↓t) + ↑b(x)

b(↷x)
f( x 

↷ , t)↓t - ↑a(x)
a(↷x)

f( x 
↷ , t)↓t) ↓x1⁄

        = (↑a(x)
b(x) ↓f(x,t)

↓x1
↓t) + ↓b(x)

↓x1
f( x 

↷ , b(x))-
↓a(x)

↓x1
f( x 

↷ , a(x)).

 

 
Anmerkung: Die Integration im Komplexen erlaubt einen Weg mit Anfangs- und Endpunkt als Integralgren-
zen. Ist ↷𝑎(𝑥) ≠ 𝑎(↷𝑥), so wird der letzte Summand mit (↷𝑎(𝑥) – 𝑎(𝑥))/(𝑎(↷𝑥) – 𝑎(𝑥)) multipliziert. Ist ↷𝑏(𝑥) 
≠ 𝑏(↷𝑥), so wird der vorletzte Summand mit (↷𝑏(𝑥) – 𝑏(𝑥))/(𝑏(↷𝑥) – 𝑏(𝑥)) multipliziert. Für folgende Bei-
spiele (vgl. [813], S. 540 – 543) sei jeweils 𝑛 ∈ ωℕ* und 𝑥 ∈ [0, 1]: 
 

1. Die Folge 𝑓𝑛(𝑥) = sin 𝑛𝑥/n2̃ strebt für 𝑛 → ω nicht gegen 𝑓(𝑥) = 0, sondern gegen 𝑓(𝑥) = ω̃2̃ sin ω𝑥 mit 

der (stetigen) Ableitung 𝑓′(𝑥) = ω2̃ cos ω𝑥 statt 𝑓′(𝑥) = 0. 
 
2. Die Folge 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥 – ñ𝑥𝑛 strebt für 𝑛 → ω gegen 𝑓(𝑥) = 𝑥 – ω̃𝑥ω statt 𝑓(𝑥) = 𝑥 mit der (stetigen) Ableitung 
𝑓′(𝑥) = 1 – xώ statt 𝑓′(𝑥) = 1. Herkömmlich ist 𝑓𝑛(𝑥) = 1 – xń unstetig im Punkt 𝑥 = 1. 
 
3. Die Folge 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛𝑥(–x́)𝑛 strebt für 𝑛 → ω nicht gegen 𝑓(𝑥) = 0, sondern gegen die stetige Funktion 𝑓(𝑥) 
= ω𝑥(–x́)ω und nimmt für 𝑥 = ω̃ den Wert ẽ an. 
 
Transformationssatz: Existiert die Jacobi-Matrix 𝐷φ(𝑥), lehrt die lineare Algebra für 𝑓 : φ(𝐴) → (ω)ℝ𝑛 und 𝐴 ⊆ 
ωℝ𝑛 (vgl. [764], S. 519): 

↑φ(A) f(y)↓y =↑A f(φ(x))|det(Dφ(x))|↓x. 

 

Definition: Für einen GW γ: [𝑎, 𝑏[ → (ω)ℂ und 𝑧 ∈ (ω)ℂ heißt π̃̂ ↑γ ζ-z̃↓ζ Umlaufzahl bzw. Index indγ(𝑧) ∈ ℤ. Die 

Koeffizienten 𝑎𝑗,–1 der Funktion 𝑓: 𝐴 → (ω)ℂ mit 𝐴 ⊆ (ω)ℂ, 𝑛 ∈ ωℕ, 𝑎𝑗𝑘, 𝑐𝑗 ∈ (ω)ℂ und f(z) = +j=0
n +k=-ω

ω
ajk(z-cj)

k  

sowie paarweise verschiedenen 𝑐𝑗 heißen Residuen rescj
f. 

 

Residuensatz: Aus γ und 𝑓 wie oben ergibt sich π̃̂ ↑γ f(ζ)↓ζ = +j=0
n

indγ(cj)rescj
f. 
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Beweis: Für alle 𝑘 ∈ ωℤ \ {–1} gilt +j=0
n

|↑γ ajk(ζ-cj)
k

↓ζ| = 0 und π̃̂ ↑γ aj,-1(ζ-cj)
-1

↓ζ = indγ(cj)rescj
f. 

 
Definition: Die Richtung ↷𝑧 ergibt die zweite Ableitung von 𝑓: 𝐴 → (ω)𝕂 in 𝑧 ∈ 𝐴 ⊆ (ω)𝕂 durch 
 

↓↷
2 f(z)

(↓↷ z)2
≔

f( ( z 
↷ ) 

↷ )-2f( z 
↷ ) + f(z)

(↓↷ z)2
. 

 
Bemerkung: Höhere Ableitungen werden analog definiert. Jede Anzahl 𝑚𝑛 ∈ ωℕ für 𝑛 ∈ ωℕ* der durchgeführ-
ten Ableitungen nach der 𝑛-ten Variable wird als Exponent hinter dieser notiert. Der im Zähler anzugebende 
Exponent ist die Summe aller 𝑚𝑛. Mit 1/(–1)! = 0 gilt dann für 𝑔 wie 𝑓 und 𝑝 ∈ ωℕ* die Leibnizsche Produkt-
regel: 

(fg)(p) = +m+n=p (
p
m

) f (m)g(n). 

 
Beweis: Für 𝑝 = 1 gilt die einfache Produktregel wie oben. Induktionsschritt von 𝑝 nach p̀: 
 

(fg)(p̀) =
p

+m+1+n=p̀ ((
p
m

) + (
p
m̀

)) f (m̀)g(n) + +m+1+n=p̀ (
p
m

) f (m)g(ǹ) - +m+1+n=p̀ (
p
m̀

) f (m̀)g(n) 

 

       = ((fg)')
(p)

=
1

(f 'g + fg')
(p)

= (f 'g)
(p)

+ (fg')
(p)

= +m+n=p̀ (
p̀
m

) f (m)g(n) . 

 

Satz von Taylor: Es gilt für +m|f (m)(a)| > ν̃, 𝑓(𝑚)(𝑎) ∈ ωℂ, 𝑔(𝑧) ≔ (𝑧 – 𝑎)ω, |𝑧 – 𝑎| < ẽω und 𝑧 → 𝑎 ∈ ωℂ 

 

f(z) = Tω(z) ≔ +m=0
ω

m!̃ f (m)(a)(z-a)m. 

 

Beweis: Aus der Regel von de L'Hospital folgt dann mit der Leibnizschen Produktregel 

 

f(z) =
(fg)(z)

g(z)
=

(fg)'(z)

g'(z)
= ⋯ =

(fg)(ώ)(z)

g(ώ)(z)
=

(fg)(ω)(z)

g(ω)(z)
= ω!̃ (fg)(ω)(z) 

und 

(fg)(ω)(z) = +m+n=ω (
ω
m

) f (m)(a)g(ω-m)(z) = g(ω)(z)+m=0
ω

m!̃ f (m)(a)(z-a)m  . 

 

Folgerung: Der zweite Hauptsatz liefert für das Restglied 𝑅𝑛(𝑧) ≔ 𝑓(𝑧) – 𝑇𝑛(𝑧) = 𝑓(𝑎) + ↑a
z f '(t)↓t – 𝑇𝑛(𝑧) 

nach dem Mittelwertsatz mit 𝜉 ∈ 𝑎Ċ(𝑧) und p ∈ N≤n
*  

 

Rn(z) = ↑a
z n!̃ (z-t)nf (ǹ)(t)↓t = pn!̃ (z-ξ)ǹ-pf (ǹ)(ξ)(z-a)p. 

 

Induktionsbeweis mit partieller Integration und Induktionsschritt von ń nach 𝑛 (ń = 0 s. o.): 

 

f(z) = Tń(z) + n!̃ (z-a)nf (n)(a) + ↑a
z n!̃ (z-t)nf (ǹ)(t)↓t = Tn(z) + Rn(z). 

 

Bemerkung: Es gilt (𝑒ι – 1)/ι = 1 = exp(0)′ und damit ↓𝑒𝑦/↓𝑦 = ỹ aus ↓𝑦/↓𝑥 = 𝑦 := 𝑒𝑥 sowie ↓𝑥𝑛 = ↓en xe
 

 = 

nxń↓𝑥 für 𝑛 ∈ ωℕ* nach der Produkt- bzw. Kettenregel. Einheitskreis und Dreiecke lassen leicht die Bezie-

hungen sin ι/1 = (cos ι – 1)/ι und cos ι/1 = –sin ι/ι einsehen. Damit gilt sin(0)′ = cos(0) und cos(0)′ = –

sin(0) sowie mit 𝑚 ∈ ωℕ und 𝑛 = k̂ der Satz von Moivre: 

 

(cos z + sin z)
m

= emz = 1 + +k=1
ω̌

(ń!̃ (mz)ń + n!̃ (mz)n) = cos(mz) + sin(mz). 

 
Eulersche Sinusformel: Nullstellensatz und Identitätssatz (vgl. [472], S. 41) für Reihen sowie der Satz oben 

liefern Γ(2̃) = π2̃ für die Gammafunktion Γ(z) ∶= ω! ωz ×k=0
ω

(z + k)⁄  mit 𝑧 ∈ νℂ \ –νℕ entsprechend aus 

 
eπ̂z-1

eπzπ̂z
=

eπz-e-πz

π̂z
=

sin(πz)

πz
= +k=0

ω (πz)n

ǹ!
=×k=1

ω
(1-z2/k2) =

z̃

Γ(z)Γ(-ź)
, 

da die ω̂ Nullstellen der linken und rechten Seite wegen eπn = 1 + sin 0 übereinstimmen. 
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Folgerung: Damit ergibt sich das Wallis-Produkt zu 𝑊 ≔ +k=1
ω

k2 (k2-4̃)⁄ = π̌ aus 

 
Γ(2̃)2

2 W
=

ω4ὼω!2

(ω̂ + 1)‼2

(ω̂ + 1)(ω̂-1)‼2

2 4ωω!2
=

ω̂

ω̂ + 1
: = 1 =

π̌

W
. 

 
Funktionalgleichung der Gammafunktion: Aus Γ(z̀) = zΓ(z)ω/(ω + z̀) und Γ(1) ∶= 1 folgt für hinreichend 
kleine |𝑧| durch partielle Integration Γ(z̀) ∶= ↑0

ω tze-t↓t = zΓ(z). Dies führt mit 𝑧 = 2̃ und der Substitution 𝑥 

:= t2̃ auf die für die Statistik und Kugelberechnung wichtige Gleichung ↑0
ω e-x2

↓x = 2̃π2̃. 
 
Folgerung: Eine logarithmische Ableitung (s. [473], S. 324) ergibt die Gleichung ↑0

ω x̃ sin x ↓ x = π̌. 
 

Stirlingformel: Mit θ = αω gilt die asymptotische Näherung θ̀-1 < (ω!/ (π̂ω)2̃(ẽω)ω)
e

 
< θ̃ für α = 12. 

 

Beweis: Logarithmieren von (
ω̂
ω

) =
(π̃ω)2̃4ω

ω+2̃
~

4ω

(πω)2̃ (s. o.) ergibt ω! = d(πω)2̃(cω)ω mit 𝑐, 𝑑 ∈ νℝ>0 aus 

 

+n=1 
ω

ne
 + 4e

  ω-2̃ (πω)e
 = +n=ὼ

ω̂
n e
 = ω (bω)e

 , 
 

wobei 𝑏 ∈ ]1, 2[ ist. Die Indizierung cὼ
ὼ/cω

ω von 𝑐 liefert c = ẽ und dω
2 dω̂⁄  von 𝑑 zeigt d = 22̃ auf. GR und TR (s. 

o.) des Logarithmus ergeben α = 12 aus ύ = ω̂ und θ̃-θ̀-1 + 1 = (ω + 2̃) (ω̃ὼ)e
 = υ̌((1 + υ̃)/(1-υ̃)). 

 

Beispiel: Mit f(x) ∶= +n=1 
ω

ñ2 (1 + n2x2) e
  gilt f'(0) = f(ι)-f(0)

ι-0
= +n=1 

ω x2

1+n2x2|
0

=+n=1 
ω

ι̃ñ2 (1 + n2ι2) e
 = ιω = 0, wobei die 

Reihenentwicklung x̀ e
 = ±n=1

ω
ñxn mit 𝑥 ∈ ]–1,1[ verwendet und gliedweise differenziert wurde. 

 

Bemerkungen: Ist der Betrag von 𝑥 ∈ ℂ von anderer Größenordnung als der von ↓𝑥 bzw. ↓x̃, liefert 
 

s(0)(x) ≔ ±m=0

n
xm = (1-x-ǹ) x̀⁄  

durch Ableitung 

s(1)(x) ≔ ∓m=1

n
mxḿ = (ǹx-n-nx-ǹ-1) x̀2⁄ . 

 
Obige Formeln wurden z. T. falsch berechnet. Letztere lässt sich für hinreichend kleine 𝑥 und hinreichend, aber 
nicht zu große 𝑛 noch zu –x̀–2 vereinfachen und bleibt auch für nicht zu große 𝑥 ≥ 1 gültig. Durch sukzessive 
Multiplikation von 𝑠(𝑗)(𝑥) mit 𝑥 für 𝑗 ∈ ωℕ* und anschließende Differentiation ergeben sich weitere Formeln 
für 𝑠(𝑗+1)(𝑥) als Beispiele auch divergenter Reihen. Wird hingegen 𝑠(0)(–𝑥) von 0 bis 1 integriert und 𝑛 := ω 
gesetzt, so ergibt sich ein Integralausdruck für 𝑒ω + γ mit der Eulerschen Konstante γ. 
 
Die Regel von de l'Hospital löst den Fall 𝑥 = –1. Über die binomische Reihe ergibt die Substitution 𝑦 := –x́ 
eine Reihe mit unendlichen Koeffizienten (die Reihendarstellung von 𝑒ω sogar für γ). Ein unzulässig zu 1 
vereinfachter Zähler von 𝑠(0)(𝑥) kann zu falschen Ergebnissen führen, insbesondere wenn |𝑥| ≥ 1 gilt. So ist 
𝑠(0)(–𝑒π𝑖) bspw. 0 für ungerades 𝑛 und 1 für gerades 𝑛, aber nicht 2̃. 
 
Satz: Genau dann, wenn 𝐹: 𝐴 → (ω)ℂ mit der Aufspaltung in Real- und Imaginärteil 𝐹(𝑧) := 𝑈(𝑧) + 𝑉(𝑧) := 
𝑓(𝑥, 𝑦) := 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑣(𝑥, 𝑦), infinitesimalem ℎ = |↓𝑥| = |↓𝑦|, ℎ-homogenem 𝐴 ⊆ (ω)ℂ, der NR 𝐵 ⊆ 𝐴2, für alle 
𝑧 = 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐴 holomorph ist, gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen: 
 

↓u

↓x
=

↓v

↓y
,
↓v

↓x
= -

↓u

↓y
, 

 

Beweis: Aus 
↓u

↓x
+

↓v

↓x
=

↓v

↓y
-

↓u

↓y
=

↓F

↓z
= ↓U(z) + ↓V(z) folgt direkt die Behauptung. 

 
Bemerkung: Als notwendige und hinreichende Bedingung für die Holomorphie von 𝐹 ergibt sich 
 

F'(z̅) =
↓f

↓x
=

↓f

↓y
= 2̃ (

↓f

↓x
+

↓f

↓y
) =

↓F

↓z̅
= 0. 

 
Satz von Green: Für die NRen 𝐵 ⊆ 𝔻2 mit ℎ-Gebiet 𝔻 ⊆ (ω)ℝ2, infinitesimalem ℎ = |↓𝑥| = |↓𝑦| = |↷γ(𝑡) – γ(𝑡)| 
= 𝒪(ω̃𝑚), hinreichend großem 𝑚 ∈ ℕ*, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝔻, 𝔻‒ := {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝔻 : (𝑥 + ℎ, 𝑦 + ℎ) ∈ 𝔻}, einem im Gegen-
uhrzeigersinn durchlaufenen GW γ: [𝑎, 𝑏[ → ∂𝔻 bei Wahl von ↷γ(𝑡) = γ(↷𝑡) gilt mit 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏[, 
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𝐴 ⊆ [𝑎, 𝑏]2 und hinreichend α-stetigen Funktionen 𝑢, 𝑣: 𝔻 → ωℝ mit ggf. nicht stetigen Ableitungen ↓𝑢/↓𝑥, 
↓𝑢/↓𝑦, ↓𝑣/↓𝑥 und ↓𝑣/↓𝑦: 

↑γ(u↓x + v↓y) = ↑(x,y)∈D– (
↓v

↓x
-

↓u

↓y
) ↓(x, y). 

 
Beweis: Er wird nur für 𝔻 := {(𝑥, 𝑦) : 𝑟 ≤ 𝑥 ≤ 𝑠, 𝑓(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔(𝑥)}, 𝑟, 𝑠 ∈ (ω)ℝ, 𝑓, 𝑔 : ∂𝔻 → (ω)ℝ geführt, da das 
jeweils um π̌ gedrehte Äquivalent analog resultiert mit jedem ℎ-Gebiet als Vereinigung solcher Mengen. Da 
sich die fehlende Beziehung analog ergibt, beschränkt sich die Betrachtung auf 
 

↑γ u↓x = - ↑(x,y)∈D–
↓u

↓y
↓(x,y) 

 
Unter Vernachlässigung der Teile von γ mit ↓𝑥 = 0 zum KI wie von 𝑡 := ℎ(𝑢(𝑠, 𝑔(𝑠)) – 𝑢(𝑟, 𝑔(𝑟))) gilt 
 

↑γ u↓x -t = ↑r
s u(x, g(x))↓x - ↑r

s u(x, f(x))↓x = ↑r
s ↑f(x)

g(x) ↓u

↓y
↓y↓x = - ↑(x,y)∈D–

↓u

↓y
↓(x,y) . 

 
Integrallemma von Goursat: Für das im Dreieck Δ ⊆ (ω)ℂ holomorphe 𝑓 ohne SF gilt (vgl. [473], S. 149 ff.) 
 

I ≔ ↑∂∆ f(ζ)↓ζ = 0. 
 
Widerlegung bestimmter herkömmlicher Beweise durch Abschätzung mit einer vollständigen Triangulie-
rung: Der Umlaufsinn von ∂Δ ist anscheinend unerheblich. Wird Δ vollständig trianguliert, dann muss für 
jedes minimale Teildreieck Δ𝑠 ⊆ Δ mit den Ecken κ, λ und μ von Δ𝑠 o. B. d. A. entweder 
 

Is ≔ ↑∂∆s
f(ζ)↓ζ = f(κ)(λ-κ) + f(λ)(μ-λ) + f(κ)(κ-μ) = (f(κ)-f(λ))(λ-μ) = 0 

oder 

↑∂∆s
f(ζ)↓ζ = f(κ)(λ-κ) + f(λ)(μ-λ) + f(μ)(κ-μ) =  (f(κ)-f(λ))λ + (f(λ)-f(μ))μ + (f(μ)-f(κ))κ 

                            = f '(λ)((κ-λ)λ + (μ-λ)μ + (μ-λ)κ + (κ-λ)κ) = f '(λ)((μ-λ)(κ-μ)-(κ-λ)2) = 0 

 
gelten. Die Holomorphie bzw. zyklische Vertauschung erlaubt dies nur für 𝑓(κ) = 𝑓(λ) = 𝑓(μ). 
 
Werden alle angrenzenden Teildreiecke in Δ einbezogen, muss 𝑓 also im Widerspruch zur Voraussetzung 
konstant sein. Denn da der Term in der großen Klammer translationsinvariant ist, ließe sich sonst o. B. d. A. 

μ := 0 setzen, und dieser Term wäre nur dann 0, wenn κ = λ̌(1 ± 3-2̃) mit |κ| = |λ| = |κ – λ| gilt. Die Homo-

genität jeder horizontalen und vertikalen Gerade in (ω)ℂ verbietet dies jedoch: 
 
Das zugehörige Teildreieck wäre dann gleichseitig und nicht gleichschenklig und rechtwinklig. Also ist |𝐼𝑠| 
in beiden Fällen mindestens |𝑓′(λ) 𝒪(ι2)| o. B. d. A. für die Eckenwahl 0, ι und ι. Ist 𝐿 der Umfang eines Drei-
ecks, so gilt einerseits |𝐼| ≤ 4𝑚 |𝐼𝑠| mit unendlich natürlichem 𝑚 und andererseits 2𝑚 = 𝐿(∂Δ)/|𝒪(ι2)| wegen 
𝐿(∂Δ) = 2𝑚 𝐿(∂Δ𝑠) und 𝐿(∂Δ𝑠) = |𝒪(ι2)|. Es gilt |𝐼| ≤ |𝑓′(λ) 𝐿(∂Δ)2/𝒪(ι2)| und die gewünschte Abschätzung 
|𝐼| ≤ |𝒪(↓ζ)| misslingt für |𝑓′(λ) 𝐿(∂Δ)2| etwa größer als |𝒪(ι2)|. 
 
Cauchyscher Integralsatz: Für die NRen 𝐵 ⊆ 𝔻2 und 𝐴 ⊆ [𝑎, 𝑏] mit ℎ-Gebiet 𝔻 ⊆ ωℂ, infinitesimalem ℎ sowie 
𝑓 ∈ 𝒪(𝔻) und GW γ: [𝑎, 𝑏[ → ∂𝔻 bei Wahl von ↷γ(𝑡) = γ(↷𝑡) mit 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏[ gilt ↑γ f(z)↓z = 0. 

 
Beweis: Aufgrund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und des Satzes von Green gilt mit 
𝑥 := Re 𝑧, 𝑦 := Im 𝑧, 𝑢 := Re 𝑓, 𝑣 := Im 𝑓 und 𝔻‒ := {𝑧 ∈ 𝔻 : 𝑧 + ℎ + ℎ ∈ 𝔻} 
 

↑γ f(z)↓z = ↑γ(u + v) (↓x + ↓y) = ↑z∈D– ((
↓u

↓x
-

↓v

↓y
) - (

↓v

↓x
+

↓u

↓y
)) ↓(x, y) = 0. 

 
Bemerkung: Mit ω̃ := 0 lässt sich der Hauptsatz der Cauchyschen Funktionentheorie nach Dixon (vgl. [473], 
S. 228 f.) beweisen, da der Limes dort 0 sein soll bzw. r̃ gegen 0 für 𝑟 ∈ ωℝ>0 gegen ω strebt. Der (verallge-

meinerte) Satz von Liouville und der kleine Satz von Picard werden in ωĊ ⊂ ωℂ durch die (ganzen) Funktionen 

f(z) = +k=1
ω

zkω̃k+1 und 𝑔(𝑧) = ω̃𝑧 wegen |𝑓(𝑧)| ≤ 1 und |𝑔(𝑧)| ≤ 1 widerlegt, der große Satz von Picard durch 

𝑓(z̃) für 𝑧 ∈ ωĊ*. 
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Definition: Ein Punkt 𝑧0 ∈ 𝑀 ⊆ (ω)ℂ𝑛 bzw. zu einer Folge (𝑎𝑘) mit 𝑘 ∈ (ω)ℕ heißt (eigentlicher) α-
Häufungspunkt von 𝑀 bzw. (𝑎𝑘), wenn in der Kugel αĊ𝑛(𝑧0) ⊆ (ω)ℂ𝑛 um 𝑧0 mit infinitesimalem α unendlich 
viele Punkte aus 𝑀 bzw. unendlich viele paarweise verschiedene 𝑎𝑘 ∈ (ω)ℂ𝑛 liegen. Für α = ω̃ entfällt α. 
 

Bemerkung: Die paarweise verschiedenen Nullstellen 𝑐𝑘 ∈ Ċ 
ω̃  ⊂ 𝔻 für 𝑧 ∈ ωℂ in p(z) = ×k=0

ω
(z-ck) seien so 

gewählt, dass |𝑓(𝑐𝑘)| < ω̃ für eine Funktion 𝑓 ∈ 𝒪(𝔻) in einem Gebiet 𝔻 ⊆ ℂ mit 𝑓(0) = 0 gilt. 𝔻 enthalte Ċ 
ω̃  

komplett, was eine Koordinatentransformation stets bewirkt, solange 𝔻 "groß" genug ist. Die Koinzidenz-
menge {ζ ∈ 𝔻 : 𝑓(ζ) = 𝑔(ζ)} von 𝑔(𝑧) := 𝑓(𝑧) + 𝑝(𝑧) ∈ 𝒪(𝔻) enthält einen Häufungspunkt in 0. Da 𝑝(𝑧) jeden 
komplexen Wert annehmen kann, ist die Abweichung von 𝑓 und 𝑔 nicht vernachlässigbar. 
 
Wegen 𝑓 ≠ 𝑔 widerspricht dies dem Identitätssatz wie die lokale Tatsache, dass in 𝑧0 ∈ 𝔻 alle Ableitungen 
𝑢(𝑛)(𝑧0) = 𝑣(𝑛)(𝑧0) zweier Funktionen 𝑢 und 𝑣 für alle 𝑛 zwar übereinstimmen können: weiter entfernt kön-
nen sich aber 𝑢 und 𝑣 deutlich unterscheiden, ohne ihre Holomorphie zu verlieren, da die Entwicklung man-

cher holomorphen Funktion in eine TR Näherungspotenzen enthält. Die Funktion 𝑏(𝑧) := ν̃𝑧 mit 𝑧 ∈ Ċ 
ν  ⊂ νℂ 

bildet das einfach zusammenhängende Ċ 
ν  holomorph auf 1Ċ ab. 

 
Eine fehlende Injektivität bzw. Surjektivität erfordert eine Korrektur des Riemannschen Abbildungssatzes. 

Beispiele für 𝑓 ∈ 𝒪(𝔻) sind alle in Ċ 
ω̃  beschränkten Funktionen mit 𝑓(0) = 0. Wird die obere Grenze auf |ℕ*| 

erweitert, ergeben sich ganze Funktionen mit unendlich vielen Nullstellen. Die Nullstellenmenge braucht 
nicht diskret zu sein. Damit kann die Menge aller 𝑓 ∈ 𝒪(𝔻) Nullteiler enthalten. Die Funktionen widerlegen 
wieder den kleinen Satz von Picard, da sie mindestens ń Werte in ωℂ auslassen. 
 

Satz (binomische Reihe): Aus α ∈ νℂ, (
α
n

) ≔ n!̃ αά … (ὰ-n) und |(
α
m̀

) (
α
m

)⁄ | < 1 für alle 𝑚 ≥ ν und (
α
0

) ≔ 1 

ergibt sich mit 𝑧 ∈ 𝔻≪ bzw. 𝑧 ∈ (ω)ℂ für α ∈ (ω)ℕ die TR um 0 die Gleichung z̀α = +n=0
ω

(
α
n

) zn . 

 

Multinomialsatz: Für ζ ∈ ωℂ, 𝑧 ∈ ωℂ𝑘, 𝑘 ∈ ωℕ≥2, 𝑚, 𝑛𝑗 ∈ ωℕ*, |𝑛| ∶= +j=1
k

nj, zn ∶=×j=1
k

z
j

nj
 und (

m
n

) ∶=

n1! … nk!̃ m! gilt 

(1 ↾k
T z)

m
= +|n|=m (

m
n

) zn . 

 

Beweis: Die Fälle 𝑘 ∈ {1, 2} sind klar. Induktionsschritt von 𝑘 nach k̀ mit (
m
n

) = (
m

n1, . . . , nk, p) (
p

nk, nk̀
) und 

p = nk + nk̀: 

(1 ↾k̀
T z)

m
|

ζk=zk+zk̀

= +|n|=m (
m
n

) zn|
ηk!=nk!nk̀!

 

= +|n|=m (
m
n

) zn . 

bzw. von 𝑚 nach m̀ 
 

(1 ↾k
T z)

m̀
= m̀ ↑0

zj
(1 ↾k

T z)
m

|
zj=ζ

 ↓ζ + (1 ↾k
T z)

m̀
|

zj=0
                                                                   

= m̀ ↑0

zj +|n|=m (
m

n
) zn|zj=ζ  ↓ζ + (1 ↾k

T z)
m̀

|
zj=0

= +|ǹ|=m̀ (
m̀
ǹ

) zǹ 

 

Allgemeine Leibnizsche Produktregel: Mit ↓n :=↓1
n1 ...↓k

nk  und ↓
j

nj
: = ↓nj/↓zj

nj  folgt für 𝑗, 𝑘, 𝑚, 𝑛 ∈ (ω)ℕ und 

differenzierbares f =  f1 ∙. . .∙ fk  ∈ (ω)ℂ aus dem Multinomialsatz ↓mf = +|n|=m (
m
n

) ↓nf. 

 

Satz von Taylor für mehrere Variablen: Mit 𝑛! := ×j=1
k

nj!, 𝑎, 𝑧 ∈ (ω)ℂ𝑘 und (𝑧 – 𝑎)𝑛 := ×j=1
k

(z-a)nj , folgt aus 

dem Multinomialsatz ebenfalls analog zum Beweis der einfachen TR für 𝑛 ∈ (ω)ℕ 
 

f(z) = Tω(z) ≔ +|n|=0
ω

(n!̃ ↓nf(a)(z-a)n). 

 
Folgerung: Analog zur einfachen TR ist das Restglied mit 𝜉 ∈ αĊ(𝑧) und 𝑘 ∈ N≤ǹ

*  
 

Rn(z) = (z-ξ)k (1-k/ǹ)⁄ +|m|=ǹ m!̃ ↓mf(ξ)(z-a)m-k . 

 

Kettenregel für mehrere Variablen: Für z ∈ A ⊆ Kk
 

(ω) , f: A → B ⊆ Km
 

(ω) , g: B → C ⊆ Kn
 

(ω)  gilt mit 𝑘, 𝑚, 𝑛 ∈ 
(ω)ℕ*: 

g'(f(z)) = g'(f(z))f '(z) 
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Beweis: Aus dem Satz von Taylor für mehrere Variablen folgt für beschränkte ‖r(z)‖ und ‖s(f(z))‖ 
 

f(↷ z) = f(z) + f '(z) ↓ z + r(z)‖↓ z‖2 und g(↷ f(z)) = g(f(z)) + g'(f(z)) ↓ f(z) + s(f(z))‖↓ f(z)‖2. 

 
Newtonverfahren: Wird oben f(↷ z) = f(z) + f '(z) ↓ z = 0 gefordert, so gilt zǹ ∶= zn-f '(zn)-1f(zn), falls 
f '(zn)-1 invertierbar ist, mit quadratischer Konvergenz in der Nähe einer Nullstelle. 
 
Gegenläufigkeitssatz: Durchläuft der Weg γ: 𝐺 = [𝑎, 𝑏[ ∩ 𝐶 → 𝑉 mit 𝐶 ⊆ ℝ die Kanten aller 𝑛-Würfel mit 
Seitenlänge ι im 𝑛-Volumen 𝑉 ⊆ (ω)ℝ𝑛 mit 𝑛 ∈ ℕ≥2 genau einmal, wobei in allen deren Seitenflächen die paar-
weise gegenüberliegenden Seiten in gegenläufiger Richtung, aber einheitlich traversiert werden, so gilt für 𝐷 
⊆ ℝ2, 𝐵 ⊆ 𝑉2, 𝑓 = (𝑓1, ..., 𝑓𝑛): 𝑉 → (ω)ℝ𝑛, γ(𝑡) = 𝑥, γ(↷𝑡) = ↷𝑥 und 𝑉↷ := {↷𝑥 ∈ 𝑉: 𝑥 ∈ 𝑉, ↷𝑥 ≠ ↶𝑥} 
 

↑t∈G f(γ(t))γ'(t)↓t = ↑ (x, x 
↷ )

∈V×V↷

f(x)↓Bx = ↑ t∈G,

γ|∂ńV

f(γ(t))γ'(t)↓t. 

 
Beweis: Bei Betrachten zweier beliebiger Quadrate mit gemeinsamer Kante der Länge ι, die in einer Ebene 
liegen, werden nur die Kanten von 𝑉×𝑉↷ nicht in beiden Richtungen bei gleichem Funktionswert durchlaufen. 
Sie liegen alle und damit der zu durchlaufende Weg genau in ∂ń𝑉. 
 

Endlichkeitskriterium für Reihen: Seien 𝑚, 𝑛, 𝑞, 𝑟 ∈ ℕ. Genau dann ist Sr ≔ |+q=0
r

sq| mit 𝑠𝑞 ∈ (ω)ℂ endlich, wenn 

0 ≤ Sr ≔ |±m=0

n
am| ≤  a0 für eine Folge (𝑎𝑚) mit am̀ < 𝑎𝑚 ∈ νℝ≥0 gilt, sofern sich Summanden beliebig nach 

Größe und Vorzeichen sortieren, zusammenfassen bzw. in Summen aufspalten lassen. 
 
Reihenproduktsatz: Mit 𝑎𝑚, 𝑏𝑛 ∈ (ω)𝕂 ersetzt folgende Gleichung das Cauchy-Produkt (s. [472], S. 103): 
 

+m=1
ω

am +k=1
ω

bn = +m=1
ω

(+n=1
m

(anbm-ń + aω-ńbω-m+n)-ambω-ḿ) . 

 
Beispiel: Das folgende Reihenprodukt hat den endlichen Wert (vgl. [763], S. 61 f.): 
 

(±m=1

ω
m̃2̃)

2

= +m=1
ω

((
m̃

ω-ḿ
)

2̃

-(1m̂+n=1
m

((
ñ

m-ń
)

2̃

+ ( ω-ñ́

ω-m + n
)

2̃
)) = 0,36590 … ≪

ζ(2̃)
2

3 + 82̃
. 

 
Beispiel: Mit der Signumfunktion sgn gilt für folgendes Reihenprodukt (vgl. [763], S. 62): 
 

+m=0
ω

(2msgn(m)+n=0
m

sgn(n-γ)) = ώ2ὼ ≫ -2. 

 
Satz von Stokes (vgl. [764], S. 625 f.): Steht   ̅ für hinreichend α-stetige Funktionen 𝑓𝑚: 𝐶 → ωℝ über einem 

wegzulassenden Term bei einer alternierenden Differentialform υ ∶= +m=1
n

fm↓x1 ∧ … ∧ ↓xm
̅̅ ̅̅ ̅ ∧ … ∧ ↓xn 

vom Grad ń auf einem achsenparallelen Quader 𝐶 = [𝑎1, 𝑏1]×…×[𝑎𝑛, 𝑏𝑛] ⊆ ωℝ𝑛 mit ∂C := ∓m=1

n
(Fa,m-Fb,m) 

und den Seitenflächen Fa,m = [a1, b1] × … × {am} × … × [an, bn] sowie Fb,m = [a1, b1] × … × {bm} × … ×
[an, bn], so gilt ↑C ↓υ = ↑∂C υ. 
 
Beweis: Der zweite Hauptsatz und der Satz von Fubini (s. o.) ergeben 
 

↑C ↓υ = ∓n=1

m
↑an

bn … ↑am

bm̅̅ ̅̅ ̅
… ↑a1

b1(fm(x1, … , am, … , xn)-fm(x1, … , bm , … , xn))↓x1 ∧ … ∧ ↓xm
̅̅ ̅̅ ̅ ∧ … ∧ ↓xn 

 
und 

↓fm

↓xm
↓xm ∧ ↓x1 ∧ … ∧ ↓xḿ ∧ ↓xm̀ ∧ … ∧ ↓xn = -1m̂ ↓fm

↓xm
↓x1 ∧ …  ∧ ↓xn. 

 
Bemerkung: Der Satz von Stokes gilt auch für aus Quadern bestehende 𝑛-dimensionale Mannigfaltigkeiten. 
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Ratschläge 
 
Was kann ich Ihnen aus meiner jahrzehntelangen mathematischen Erfahrung heraus raten? 
 
Echte Fortschritte in der Mathematik gibt es nur mit ungewöhnlichen Ideen, die aus einer intensiven Gedan-
kenarbeit resultieren. Mit Glück lösen sich die wenigsten Probleme. Wir benötigen einen mathematischen 
Fundus, aus dem wir die mathematischen Tools für unsere Probleme verwenden können. Erfolg stellt sich 
erst mit einer gehörigen Portion Hartnäckigkeit ein, mit der wir ein Problem auch notfalls Jahrzehnte lang ver-
folgen, bevor wir es lösen können. 
 
Wenn wir tief genug denken, kann dies so weit gehen, dass wir ganze Theorien überflüssig machen. Daher 
ist es erforderlich auch die sogenannten Selbstverständlichkeiten infrage zu stellen und bessere Lösungen 
zu entwickeln, wenn wir mit dem Stand der Forschung nicht zufrieden sind. Wir müssen eine hohe Sensibi-
lität für das Machbare entwickeln und dürfen nicht vorschnell mit dem Erreichten zufrieden sein: Wir müssen 
uns selbst kritisieren (lassen). 
 
Es sind nicht nur die großen und komplizierten Ideen, die ein Problem bestmöglich lösen, aber lange Be-
weise erfordern. Es sind oftmals die kleinen, einfachen Schritte, die den Erfolg bringen, da aufwändige 
Transformationen eine ungünstige Komplexität besitzen. Wir sollten außerdem die Beobachtungsgabe schu-
len und uns von der vorhandenen Literatur lösen, deren Studium vermeidet das Rad neu erfinden zu müssen 
oder wichtige Impulse zu verpassen. 
 
Können wir ein mathematisches Problem iterativ nicht lösen, sollten wir automatisierte rechnergestützte 
(Beweis-)Methoden nutzen oder uns mit einer guten Näherung zufrieden geben, auch wenn dabei die 
Schönheit und Prägnanz der exakten und geschlossenen Darstellung verloren geht und der Aufwand für die 
Umsetzung beträchtlich ist, sofern die Lösung des Problems wichtig genug ist bzw. die benötigten Ressour-
cen verfügbar sind. 
 
Oftmals sind die Angabe von Fehlergliedern oder numerische Lösungswege (z. B. unter Verwendung von 
Intervallarithmetik) ausreichend, da eine hohe Präzision nicht erforderlich ist. Zwar sind bestimmte Aus-
sagen nur in ihrer exakten Form von Wert, aber es ist wichtiger die Probleme nach ihrer praktischen Ver-
wendbarkeit und Verwendung zu bewerten, dann eine Prioritätenrangfolge zu erstellen und sie zum 
Schluss befriedigend zu lösen. 
 
Es wird immer wieder Zahlen geben, die nicht mit kurzen Summen oder Produkten von wenigen (algebra-
ischen oder transzendenten) Zahlen darstellbar sind, selbst wenn wir einige Zahlen (zusätzlich) auszeich-
nen und unter einem Symbol verwenden müssen. Es hat seinen guten Grund, dass wir nicht über die Möglich-
keit der Götter verfügen ganze Unendlichkeitsstufen auf einmal zu überblicken und aus ihnen prägnante Er-
gebnisse herauszufiltern. 
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Topologie 
 
Im Folgenden wird die Mengenlehre mit der euklidischen Norm || · || vorausgesetzt. 
 

Definition: Gehört zu 𝕐 ⊆ 𝒫(𝑋) neben ∅ und 𝑋 ⊆ 𝑅 jeder Durchschnitt und jede Vereinigung von Mengen aus 

𝕐, heißt ein Mengensystem 𝕐 Topologie auf 𝑋. Das Paar (𝑋, 𝕐) heißt topologischer Raum. Gilt 𝕐 = 𝒫(𝑋), heißt 

die Topologie diskret. Lässt sich jede Menge aus 𝕐 als Vereinigung beliebig vieler Mengen aus 𝐵 ⊆ 𝕐 schrei-

ben, heißt die Menge 𝐵 eine Basis von 𝕐. Jede irreflexive Relation 𝑁 ⊆ 𝐴2 etabliert eine Nachbarschaftsrela-
tion (NR) in 𝐴 ⊆ 𝑋 mit der Grundmenge 𝑋. 
 
Definition: Gilt (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑁, heißt 𝑎 Nachbar von oder benachbart zu 𝑏. Speziell heißt ein Element 𝑥 ∈ 𝐴 ⊆ 𝑋 
Nachbar von einem Element 𝑦 ∈ 𝐴 mit 𝑥 ≠ 𝑦, wenn für alle 𝑧 ∈ 𝑋 und eine Abbildung 𝑑: 𝑋2 → ℝ≥0 gilt: (1) 
𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ max {min {𝑑(𝑥, 𝑧), 𝑑(𝑧, 𝑥)}, min {𝑑(𝑦, 𝑧), 𝑑(𝑧, 𝑦)}} und (2) 𝑑(𝑧, 𝑧) = 0. Hierbei heißt 𝑑 Nachbar-
schaftsmetrik. Die Menge aller Punkte 𝑃 = 𝑅 ∪ 𝑉 sei eine Zerlegung in die realen Punkte 𝑅 und die virtuellen 
Punkte 𝑉 mit 𝑅, 𝑉 ≠ ∅ = 𝑅 ∩ 𝑉. Ist 𝑅 oder 𝑉 klar, wird es jeweils weggelassen. 
 
Definition: Jede Menge 𝐴 ⊆ 𝑅 etabliert ihr Komplement 𝐴′ := 𝑅 \ 𝐴 in 𝑅. 𝐴′ heißt auch das Äußere von 𝐴. Alle 
Punkte von 𝑉 (𝐴), die einen Nachbarn aus 𝑅 (𝐴′ ∪ 𝑉) haben, bilden den (inneren) Rand ∂𝑉 (∂𝐴) von 𝑉 (𝐴). 
Hierbei hat ′ Vorrang vor ∂. Bei sukzessiver weiterer Anwendung von ∂ wird das Argument jeweils als ohne 
Komplement angesehen. Das Innere von 𝐴 sei 𝐴° := 𝐴 \ ∂𝐴. Wird ∂𝐴 ⊆ 𝐴 vergrößert durch die Bedingung 
min {𝑑(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ∈ 𝐴°, 𝑦 ∈ 𝐴′} = ν̃ , sei 𝐴≪ ≔ 𝐴 \ ∂𝐴. 
 
Definition: Eine Menge 𝑆 ⊆ 𝑅 (𝑉) heißt zusammenhängend, wenn für jede Zerlegung von 𝑆 in 𝑌 ∪ 𝑍 mit 
𝑌, 𝑍 ≠ ∅ = 𝑌 ∩ 𝑍 gilt: ∂𝑌′ ∩ ∂𝑍 ≠ ∅ ≠ ∂𝑍′ ∩ ∂𝑌. 𝑆 ⊆ 𝑅 heißt darüber hinaus einfach zusammenhängend, wenn 
gilt: Sowohl ∂𝑌′ ∩ ∂𝑍 ∪ ∂𝑍′ ∩ ∂𝑌 für jede Zerlegung in zusammenhängende 𝑌 und 𝑍 als auch 𝑆′ ∪ (∂)𝑉 mit 
𝑆′ als Komplement von 𝑆 in 𝑅 ist mit zusammenhängendem (∂)𝑉 zusammenhängend. 𝑃 und 𝑅 seien einfach 
zusammenhängend. Jedes 𝑈 ⊆ 𝑅 heißt Umgebung von 𝑥 ∈ 𝑅, wenn 𝑥 ∈ 𝑈° gilt. 
 

Definition: Gilt ∅ ≠ 𝔻 ⊆ (𝑋, 𝕐), heißt ein zusammenhängendes 𝔻 Gebiet. Mit 𝑚 ∈ ℕ* heißt die Menge ℎ-𝑆 ⊆ 

ℝ𝑚 genau dann 𝑛-dimensional mit 𝑚 ≥ 𝑛 ∈ ℕ*, wenn sie mindestens einen 𝑛-Würfel mit Kantenlänge ℎ ∈ 

ℝ>0 und maximalem 𝑛 enthält. Sei 1Ṙ𝑛 die Einheitskugel mit dem Spezialfall Einheitskreisscheibe 1Ṙ2. Mit-
telpunkte 𝑎 von 𝑛-Kugeln und 𝑛-Würfeln werden evtl. dahinter in Klammern als (𝑎) notiert. Bestehen die 

Elemente einer Menge aus 𝑛 maximalen Würfeln mit Kantenlänge 𝜄, hat sie Dimension nι̃
 . 

 
Beispiele: Für ℕ, ℤ, ℝ, ℂ, ℝ und ℂ ist genau die jeweilige diskrete Topologie die Basis. Der Rand jeder 𝑛-
Kugel mit 𝑛 ≥ 2 ist nur zusammenhängend, sie selbst hängt einfach zusammen. Für 𝑛 = 1 sind beide unzu-
sammenhängend. In ([763], S. 160) gilt 𝑟1 = 𝑟2 = 3. 
 
Satz: Für 𝑛 ∈ ℕ≥2 lässt sich keine endliche Zerlegung einer 𝑛-Kugel zu einem 𝑛-Würfel zusammensetzen, da 
endlich viele konvexe Begrenzungen nicht konkave Pendants gleicher Größenordnung haben können. 
 
Satz: Ein Durchlaufen von bis zu neun Feldern eines Tic-Tac-Toe-Spielfeldes macht die einelementige 
Menge zur einzigen zusammenhängenden mit Fixpunkteigenschaft (ungültiger Satz vom Igel). 
 
Definition: Eine Funktion zwischen zwei topologischen Räumen heißt stetig, wenn für jeden abgebildeten 
Punkt gilt: für jede Umgebung des Bildpunktes dieses Punktes gibt es eine Umgebung des Punktes, deren 
Bild komplett in der Umgebung des Bildpunktes liegt. 
 
Bemerkung: Bei allen kontrahierenden Deformationen sind Punkte so aus der Zielmenge zu entfernen, wie 
es die Kontraktion vorgibt. Erst dann gilt die (verallgemeinerte) Poincaré-Vermutung. 
 
Bemerkung: Die benachbarten Randpunkte des herkömmlich abgeschlossenen [0, 1] und des herkömmlich 
offenen ]0, 1[ besitzen insbesondere nicht die Hausdorffeigenschaft (s. [782], S. 83). Damit kann nicht jeder 
metrische Raum ein Hausdorff-Raum oder normal sein und auch die (prä-)regulären Räume sind einge-
schränkt. Die Räume ℂ𝑛 und ℝ𝑛 mit 𝑛 ∈ 𝜈ℕ* besitzen also nur die Fréchet-Topologie (vgl. [915], S. 62). In der 
teilweise unpräzisen herkömmlichen Mathematik ergibt sich dagegen ein anderes Bild. 
 

https://de.wikipedia.org/wiki/Topologischer_Raum
https://de.wikipedia.org/wiki/Umgebung_(Mathematik)
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Wissenschaftliches Rechnen 
 
Das Folgende setzt Mengenlehre und Nichtstandardanalysis voraus. Sei ε ∈ [ν̃, 1 – ν̃]. 
 
Definition: Seien fn

*(z) = 𝑓(η𝑛𝑧) die Schwestern zur TR 𝑓(𝑧) um 0 auf dem Gebiet 𝔻 ⊆ ωℂ mit 𝑚, 𝑛 ∈ ωℕ* 

und ηn
m ≔ 12⌈m n⁄ ⌉

 sowie δn
* f = f̌-f̌n

* die halben Schwesterabstände von 𝑓. Sei μn
m := 𝑚!𝑛!/(𝑚 + 𝑛)! und (– n)!̃  

:= 0. Für 𝑗, 𝑘 ∈ ωℕ, 𝑓 ∈ Cπ
j+2

 und die Fourierkoeffizienten 𝑐𝑘 := π̃̂ ↑-π
π f(t)ẽkt ↓t (vgl. [739], S. 358 ff.) heißt die 

Reihe +k=-ω
ω

ckekt Fourierreihe. Auf Ebene der TRn bilden μ und η den μ-η-Kalkül. 
 
Bemerkung: Letzterer erlaubt Integrale und Ableitungen einfach und endlich geschlossen darzustellen (vgl. 
[473], S. 165 f.). Ein Umrechnen auf andere Periodenlängen als π̂ ist leicht möglich (s. [739], S. 364). 
 

Beispiel: Aus Re 𝑐 ∈ [ν̃, 1 + ν̃[, 𝑐 ∈ ωℂ und ε := 2̃j, 𝑗 ∈ ωℕ* folgt ζ(n + c) = 2jn ñ +k=1
n

δn
* vc(2̃juk) für 𝑧 ∈ Ċ 

1-ν̃  ⊂ 

𝔻 (vgl. [474], S. 42) und vc(z) ≔ +m=1
ω

ζ(m + c)zm = z +m=1
ω

m̃cz-m̃ . 
 

Beispiel: Eine Richardson-Extrapolation bestimmt die Digammafunktion ψ und 

 

ζ(ǹ) = εnñ̂ +k=1
n

(ψ(εuk12ñ)-ψ(εuk)) + O(εn̂) 

 

für 𝑛 = 2 und ε = 2̃13 als ζ(3) = 224 +k=1
2

(ψ(εuk)-ψ(εuk)) + O(10-16). 
 
Darstellungssatz für Integrale: Die TR (s. u.) 𝑓(𝑧) ∈ 𝒪(𝔻) um 0 für 𝔻 ⊆ ωℂ ergibt mit m̀, 𝑛 ∈ ωℕ* 
 

↑0
z … ↑0

ζ2 f(ζ1)↓ζ1 … ↓ζn = n!̃ f(zμn)zn. 
 
Beispiel: Für die TRn 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ ωℝ gilt ↑0

x f(v)↓v ↑0
x↑0

y
g(v)↓v↓y = f(xμ1)ǧ(xμ2)x3. 

 

Darstellungssatz für Ableitungen: Mit Ċ 
ν̃  ⊂ 𝔻 ⊆ ωℂ ergeben die 𝑛-ten Einheitswurzeln, die TR 

 

f(z) ≔ f(0) + +m=1
ω

m!̃ f (m)(0)zm, 
 

ε := 2̃jr̃, 𝑗 ∈ ωℤ, 𝑛 = 𝑒𝜎 ∈ ωℕ*, u ≔ eñπ̂i und der Konvergenzradius 𝑟 ∈ νℝ>0 von 𝑓 
 

f (n)(0) = 2jnń! +k=1
n

δn
* f(2̃juk). 

 
Universeller Mehrschrittsatz: Mit 𝑛 ∈ νℕ≤𝑝, 𝑘, 𝑚, 𝑝, 𝑞 ∈ νℕ*, d↷ 𝑥 ∈ ]0, 1[, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ⊆ ωℝ, 𝑦 : [𝑎, 𝑏] → ωℝ𝑞, 
𝑓 : [𝑎, 𝑏]×ωℝ𝑞×𝑛 → ωℝ𝑞, gk(↷𝑥) := gḱ(𝑥) und 𝑔0(𝑎) = 𝑓((↶)𝑎, y0, … , yń) ergibt die TR des Anfangswertprob-

lems 𝑛-ter Ordnung 𝑦′(𝑥) =𝑓(𝑥, 𝑦((↷)0𝑥), … , (𝑦(↷)ń𝑥)) 
 

y(↷ x) =  y(x) + ↓↷x±k=1

p
(gp-k((↷)x)+m=k

p
m!̃ (

ḿ

ḱ
)) + O((↓↷x)p̀). 

 
Auf- und Ableitungssatz für TRen: Mit 𝑗 ∈ ωℤ, 𝑞 = ε̃(𝑧 – 𝑎), 𝑎 ∈ 𝔻 und 𝑘, 𝑚 ∈ ℕ<𝑛 ergeben modulare Arithmetik 
(vgl. [973], S. 302 – 311) und die 𝑛-ten Einheitswurzeln die entsprechende DFT-Form: 
 

↕j fn(z): = ñεq̃j(qk)
T

(δkm(k-j)!̃ k!)(ũkm)(f(εum + a)) + O(εn). 

 

Ableitungssatz für Fourierreihen: Mit 𝑓 ∈ Cπ
j+2

 (vgl. [739], S. 358 ff.), 𝑗 ∈ ωℕ, 𝑘 ∈ [–ń, 𝑛] ∩ ℤ, 𝑡 ∈ [–π, π] und 𝑚 ∈ 
N<n̂ ergibt sich mit der Möglichkeit zur gliedweisen Integration folgende DFT-Form: 
 

↓jfn(t) ≔ (uπ̃knt)
T
(δ(k+ń)mkj)(ũkm)(f(πm/n-π))/n̂ + O(ñ). 

 
Folgerung: Die Stützstellen 𝑚𝑟 := π𝑚/𝑛 des glatten 𝑓(𝑚𝑟) liefern mit 𝑘 wie 𝑚 interpolierend in 𝒪(𝜎𝑛): 
 

↓jfn(t) ≔ (ur̃kt)
T

(δkmkj)(ũkm)(f(mr))/n̂. 



© 1983-2024 by Boris Haase  Seite 45 von 143 

 
Satz (DFT-Fixpunktverfahren): Jedes 𝑧 ∈ ωℂ eines beliebigen 𝑚-Polynoms 𝑝(𝑧) = 0 mit 𝑚 ∈ [2, 𝑛] ∩ ℕ für 
𝑛 := 2𝑟, 𝑟 ∈ νℕ und Koeffizienten aus νℂ lässt sich (als Anschub) ebenfalls in 𝒪(𝜎𝑛) bestimmen. 
 

Beweis und Algorithmus: Sei 𝑈 = (ũ𝑗𝑘) mit 𝑗, 𝑘 ∈ ℕ<𝑛, 𝑢 :=eñπ̂, 𝑞 := ẑ und s𝑘 := 𝑝(2̃𝑢𝑘). Eine einfache Trans-
formation erreicht |𝑞| < 2̃ für alle Nullstellen ζ von 𝑝(𝑧) und 𝑝(0) = 1. Für 𝑝(𝑧) = ñ(𝑞𝑗)T𝑈s = ñμTs = 0 ergibt 
sich die vereinfachte Iteration μ* = U1

-Tμ 𝑈((δ𝑗𝑘ũ𝑗) 𝑈–1μ – (Uń
-1μ + βsTμ, βsTμ, …, βsTμ)T) mit dem Kronecker-

Delta δ𝑗𝑘, dem Startpunkt 𝑞 := 2̃ und β ∈ νℂ, sodass jeweils sich ‖μ*-μ‖ ungefähr halbiert und μTs = 0 gilt. 

Für 𝑚 > 2 bildet Polynomdivision den Schluss. 
 
Folgerung: DFT-Nullstellenverfahren iterieren Nullstellen 𝑎 ∈ ωℂ zu jeder um Vorgaben 𝑧0 ∈ ωℂ in eine TR 
entwickelbaren Funktion 𝑓(𝑧) ∈ ωℂ mit jeweils gleicher Konvergenz wie in Simpson-ähnlichen Verfahren, 
wenn ↕0 fn(z) bei hinreichend genauen |zm̀-zm| und 𝑚 ∈ ωℕ (mehrfach) abgeleitet wird. 
 
Bemerkung: Die Identität anstatt δn

*  liefert beliebig genaue Näherungen für die 𝑓(𝑛). Letztere Sätze gelten 
für mehrdimensionale TRn und Laurent-Reihen ebenso. Der Fehler für analog definierte 𝑚-dimensionale 
DFT-Formen der TR mit je (

m + n
n

) Ableitungen ist bei vergleichbarem Aufwand 𝒪(ε𝑛) statt 𝒪(ε). Eine gute 

Wahl für die Kronpunkte ε𝑢𝑚 + 𝑎 um den Kronmittelpunkt 𝑎 ist ε = 2̃ und 𝑛 = 64.  
 
Approximationssatz: Für 𝑥 ∈ ωℝ und 𝑚, 𝑛 ∈ νℕ erlauben die 𝑓(𝑠)(𝑥) ∈ ωℝ wie oben die Interpolante 
 

𝑔(𝑥) := +r=0
ḿ

χ]xr,xr̀[(x)  ((xr̀-x)pr(x) + (x-xr)pr̀(x)) (xr̀-xr)⁄ + +r=0
m

χ{xr}(x)pr(x) 

 

mit 𝑝𝑟(𝑥) := +s=0
n

f (s)(xr)(x-xr)s/s! in 𝒪(𝜎𝑚𝑛) zu berechnen, wobei 𝑓(𝑠)(𝑥𝑟) = 𝑔(𝑠)(𝑥𝑟) für alle 𝑥𝑟 ∈ ωℝ gilt. Im 
Komplexen ist ωℝ durch ωℂ zu ersetzen und es gelte 𝑥 = γ(𝑡) ∈ ωℂ für den Weg γ(𝑡) mit 𝑡 ∈ ωℝ. 
 

Differenzialgleichungssatz: Sei 𝑑(𝑧) ∈ ωℂ𝑛+2 Vektor von DFT-Formen mit 𝑛 ∈ ωℕ. Hat das System y(ǹ) =

(y(n), y(ń), … , y, 1)𝑑(𝑧1) ∈ ωℂ mit / ohne (y(n)(a), y(ń)(a), … , y(a))T ∈ ωCǹ und 𝑎, 𝑧 ∈ ωℂ die Lösung 𝑦0, so lässt 

diese sich in 𝒪(𝑛3) mit dem zuvor genannten Fehler bestimmen. 
 
Bemerkung: Werden Funktionswerte von Kronpunkten ausgewertet und abbrechende TRn genutzt, lassen 
sich nichtlineare bzw. partielle (Systeme von) Differenzialgleichungen über DFT-Formen lösen. 
 

Beispiel: Mit 𝑏 = (𝑓(ε𝑢0 + 𝑎), …, 𝑓(εuń + 𝑎), 1)T ∈ ωCǹ und einer oberen Dreiecksmatrix 𝑇(𝑧) ∈ ωCǹ×ǹ haben 
gewöhnliche Differenzialgleichungen nur Lösungen, wenn 𝑇(𝑧)𝑏 = 0 gilt (Cholesky-Zerlegung!). 
 
Reihensatz für Integrale: Für 𝑐 ∈ [0, 𝑎], 𝑓 ∈ Cn und 𝑛, p̂, 𝑟 (= 2𝑝), 𝑡 (= 2𝑣), v̂ ∈ ν2ℕ* zeigen DFT-Formen der TR 
 

↑0
a f(w) ↓w = ↑0

t̃a +s=1
t

f(x + śt̃a)↓x = ↑0
1 g(y) ↓y = +q̌=1

ř +m̌=0
ň-1

m̀!̃ ĝ(m)(r̃q́)r̃m̀ + O(ǹ!̃ g(n)(ãc)r̃n). 

 

Bemerkungen: DFT-Äquivalente können die g(m) mit 𝑔(𝑦) = 𝑎𝑓(𝑎𝑦) und 𝑎 > 0 ersetzen. Die Transformation 
𝑧 := 𝑒±𝑥 macht hier unendliche Integralgrenzen endlich. Ein endliches Integral verringert den Betrag des Rest-
glieds hinreichend. Die Mittelpunktregel ist hier vorteilhafter als die Trapezregel. 
 

Beispiel: Mit 𝑔∓(ϑ) := π̌(1-ε2sin2(π̌ϑ))
∓2̃

 ist das vollständige elliptische Integral I. und II. Art 

 

↑0
1 g∓(ϑ) ↓ϑ = g∓(1̌) + 24̃g∓

(2)
(1̌) + 1920̃g∓

(4)
(1̌) + O (9!̃ g∓

(6)
(1̌)). 

 
Zweite Euler-Maclaurin-Formel: Für f(q̌) = g(r̃q́) und k = à = r̀ liefert der vorangehende Satz in 𝒪(𝑒𝑛 𝑛) 
 

+q̌=1
ř

f(q̌) = ↑1̌
ǩ f(x) ↓x + +m̌=1

ň-1
Hm (f (ḿ)(ǩ)-f (ḿ)(1̌)) + O (Hn (f (ń)(ǩ)-f (ń)(1̌))). 

 

Beweis: Für h(x) = x sin x⁄  und Hm ∶= 1mm!̃ h(m)(0) = m!̃ Bm(2-2m) → 2π-̃m folgt aus 

 

+q̌=1
ř

g(rq̃́) = ř ↑0
1 g(y)↓y-+q̌=1

ř +m̌=1
ň-1

m̀!̃ g(m)(rq̃́)r̃m + O(ǹ!̃ g(n)(ãc)r̃ń) 
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durch Einsetzen und Zusammenfassen der in Abhängigkeit von Partitionen gezählten Fakultäten die Be-
hauptung, wobei die 𝐵𝑚 Bernoulli-Zahlen sind und Bm̀ = 0, B0 = 1 sowie B1 = -2̃ gilt. 
 

Fakultätssatz: Für 𝑛 ∈ ωℕ ergibt die Stirlingformel n! ∼ (π̂n)2̃(ẽn)ne12ñ (s. Nichtstandardanalysis) asympto-

tisch n! ∈ [g(s+), g(s-)], wenn s̃± = 2̃(25 ± 1)nsgn(ń) und g(s±) = [(π̂n + 3̃s̀±π)
2̃

(ẽn)n] ist . 

 
Beweis: Für t̃ ∶= 6n gilt t = (1 + s̀±t)e

 = (s̀±-ť)t + O(t3) mithilfe vollständiger Induktion. 
 
Erste Euler-Maclaurin-Formel: Vollständige Induktion nach 𝑛 zeigt ebenso (vgl. [1096], S. 193 f.) 
 

+q̌=0

ř
f(q̌) = ↑0

ř f(x) ↓x + f̌(ř) + f̌(0)+ +m̌=1

ň-1
m!̃ Bm (f (ḿ)(ř)-f (ḿ)(0)) + O (n!̃ Bn (f (ń)(ř)-f (ń)(0))) . 
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Zahlentheorie 
 
Das Folgende setzt Mengenlehre, Topologie und Nichtstandardanalysis voraus. Sei 𝑘 ∈ ℕ. 
 

Primzahlsatz: Für π(𝑥) := |{𝑝 ∈ ℙ≤𝑥 : 𝑥 ∈ ωℝ}| gilt π(ω) = 𝜔 𝑒
 ̃ ω + 𝒪( 𝜔 𝑒

 𝜔2̃). 

 
Beweis: Intervalle fester Länge 𝑦 ∈ ωℝ>0 erlauben 𝑦̌ Mengen-2-Tupel von Primzahlen so zu bilden, dass das 
erste Intervall eine unveränderte repräsentative Primzahldichte hat und das zweite Intervall leer ist, dann 
auf ein Intervall mit den zweitmeisten eines mit den zweitwenigsten Primzahlen folgt usw. Die Stirlingfor-
mel (s. Nichtstandardanalysis) legt die Primzahllücke 𝑛 = 𝑒𝜎 = 𝒪(𝑒(𝑛!)) mit 𝑛 ∈ ωℕ≥2 nahe. 
 
Impliziert der Induktionsanfang 𝑛 = 2 bzw. 3 die Annahme, dass mit 𝑥4 ∈ [2, 4[ das erste Intervall 𝑥𝑛/𝑒𝑥𝑛 
Primzahlen enthält, so beweist der Schritt von 𝑥𝑛 nach 𝑥𝑛

2, dass π(𝑥𝑛
2) = π(𝑥𝑛)𝑥̌𝑛 Primzahlen nur aus π(𝑥𝑛) 

= 𝑥𝑛/𝑒𝑥𝑛 folgen. Die Primzahllücke beträgt durchschnittlich 𝑒𝑥𝑛, maximal 𝑥𝑒
 

𝑛
2 (s. u. Folgerung von Cramér) 

und die maximale Entsprechung von 𝑥𝑛
2 zu 𝑥𝑛 ist ω zu 𝜔2̃. 

 

Bemerkung: Ersetzt 𝑚 ∈ ωℕ>2 die Zahl 2 bei 𝑚̃𝑦𝑚́ Mengen-𝑚-Tupeln, bleibt das Ergebnis gleich. Vollständige 

Induktion und das Sieb des Eratosthenes zeigen mit dem dirichletschen Primzahlsatz je unendlich viele prime 

und zusammengesetzte Mersenne-Zahlen 𝑀𝑛 := 2𝑛 – 1 für 𝑛 ∈ ωℕ* auf (s. [455], S. 174 f. und 354 – 365). 
 
Primzahllückensatz: Für die Menge 𝑀𝑔 der mittelbaren Primzahllücken gilt 𝑀𝑔 ⊃ ω2ℕ* ∪ {1}. 
 
Beweis durch vollständige Induktion: Behauptung ist, dass neben 1 die mittelbaren Primzahllücken 𝑚𝑝 von 2 

bis 𝑝́ existieren. Sie stimmt für die Primzahlen 𝑝 ∈ {2, 3}. Der Primzahlsatz lässt beim Schritt von 𝑝 ⟶ 𝑝 + 2 
keine größere als die aufgetretenen Primzahllücken als 𝑚𝑝+2 zu. Daher existiert auch 𝑝̀. 

 
Satz von Goldbach: Jede gerade Zahl > 2 ist Summe zweier Primzahlen. 
 
Beweis: Mit 𝑚̂ + 𝑛̂ = 𝑝𝑚+𝑟,𝑛−𝑟 + 𝑞𝑚+𝑟,𝑛−𝑟 + 𝑟, 𝑟 ∈ {0, 2, … , max(𝑔(𝑛))} gilt zugleich 𝑚̂ + 𝑛̂ = 𝑝𝑚+𝑠,𝑛−𝑠 +

𝑞𝑚+𝑠,𝑛−𝑠 + 𝑠, 𝑠 ∈ {0, 2, … , max(𝑔(𝑛)) + 2}. Daraus folgt 𝑚̂ + 𝑛̂ + 2 = 𝑝𝑚̀+𝑟,𝑛̀−𝑟 + 𝑞𝑚̀+𝑟,𝑛̀−𝑟 + 𝑟, 𝑟 ∈ {0, 2, … , 

max(𝑔(𝑛̀))}. Vollständige Induktion liefert dann die Behauptung mit dem vorigen Satz. 
 
Folgerung von Fortune: Der vorige Satz ergibt das Bertrandsche Postulat aus ([455], S. 34 f.) und mit 𝑝𝑛 als 
der 𝑛-ten Primzahl min {𝑗 ∈ ωℕ≥2 : 𝑚 = 𝑝𝑛# ± 𝑗 ∈ ωℙ} = 𝑝𝑛̀+𝑘  wegen 𝑗 ⟂ 𝑚 für alle 𝑛 ∈ ωℕ*. 
 

Folgerung von Cramér: Für alle 𝑛 ∈ ωℕ≥2 und 𝑠 = +𝑚=0
𝜔

(𝑛)𝑒
𝑚  gibt es 𝑝 ∈ ωℙ mit ⌊𝜎𝑛⌋ ≤ 𝑝 ≤ ⌈𝑒𝑠 𝑠⌉. 

 

Erste Folgerung von Hardy-Littlewood: Für die Anzahl der Primzahlzwillinge gilt π2(𝑛) ∼ 𝐶2 𝑥̂ 𝑥2
𝑒
 ̃ . 

 
Zweite Folgerung von Hardy-Littlewood: Für jedes 𝑛 ∈ ωℕ≥2 gibt es unendlich viele prime 𝑛-Tupel. 
 
Satz zur zweiten Hardy-Littlewood-Vermutung: Für 𝑚, 𝑛 ∈ ωℕ≥2 gilt π(𝑚 + 𝑛) ≤ π(𝑚) + π(𝑛). 
 
Vollständiger Induktionsbeweis nach 𝑛: Die Fälle π(𝑚 + 𝑛̀) = π(𝑚 + 𝑛) bzw. π(𝑛̀) = 𝜋̀(𝑛) und π(𝑚 + 𝑛̀) = 
𝜋̀(𝑚 + 𝑛) sind klar. Liegt der letzte Fall mit π(𝑛̀) = π(𝑛) vor, folgt die Behauptung mit 𝑚 := 𝑛 + 𝑘 und π(𝑛) 

= 𝜎̃𝑛 + 𝒪(𝜎𝑛2̃) wegen 𝜋̀(𝑛̂ + 𝑘) ≤ π(𝑛 + 𝑘) + π(𝑛) und π(4) ≤ 𝜋̂(2) usf. aus 

 
(𝑛 + 𝑘)( (𝑛̂ + 𝑘) − (𝑛 + 𝑘)𝑒

 
𝑒
 )𝜎 + 𝑛( (𝑛̂ + 𝑘) − 𝜎𝑒

 ) (𝑛 + 𝑘)𝑒
 ≥ (𝑛̂ + 𝑘)𝑒

 (𝑛 + 𝑘)𝑒
 𝜎. 

 

Satz von Giuga: Genau dann ist 𝑛 ∈ ωℕ≥2 eine Primzahl, wenn +𝑘=1
𝑛́

𝑘𝑛́ ≡ –1 mod 𝑛 gilt. 
 

Beweis: Der (kleine) fermatsche Satz erledigt den Fall 𝑛 ∈ ωℙ ∪ ω2ℕ*. Aus dem harmonischen und geometri-

schen Mittel 𝐻𝑛 bzw. 𝐺𝑛 folgt andernfalls (vgl. D. Borwein, J. M. Borwein, P. B. Borwein und R. Girgensohn: Giuga's 
Conjecture on Primality. Amer. Math. Monthly 103:40-50, 1996, S. 3 f.): 

 
+𝑝∈ ℙ 

ω
 

𝑝 − ×𝑝∈ ℙ 
ω

 
𝑝 = 𝑚/𝐻𝑛 – 𝐺𝑛

−𝑚 = 𝑐 ∈ ωℕ*. 
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Dies widerspricht 𝑐 < 1 aufgrund von 𝐻𝑛(𝑚) ≠ 𝐻𝑛 = 𝐻𝑛(𝑚, 𝑛) = 𝑚/(𝑐 + 𝑛̃) < 𝑛𝑚̃ = 𝐺𝑛. 
 
Bemerkung: Es seien 𝑚 ∈ νℕ der maximal zugelassene Polynomgrad und 𝑛 ∈ νℕ der maximale Betrag, den die 

ganzzahligen Koeffizienten 𝑎𝑘 der Polynome 𝑎𝑚𝑥𝑚 + 𝑎𝑚́𝑥𝑚́ + ... + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 mit 𝑘 ∈ νℕ≤𝑚 annehmen sollen. 
Dies ist gerechtfertigt, da die 𝑎𝑘 voreinander nicht ausgezeichnet sind. Die Anzahl der AZen entspricht der 
Anzahl der Nullstellen der so definierten normierten irreduziblen Polynome: Der größte gemeinsame Teiler 
ggT von deren Koeffizienten ist 1 und es gilt 𝑎𝑚 > 0 und 𝑎0 ≠ 0. 
 

Satz: Für die BBP-Reihen 𝑠𝑘 ∶= +𝑛=1
𝜔

𝑝(𝑛)𝑞(𝑛)𝑏𝑛̃  mit 𝑏 ∈ ωℕ≥2 und ganzzahligen Polynomen bzw. Reihen 𝑝 
und 𝑞 mit 𝑞(𝑛) ≠ 0 und deg(𝑝) < deg(𝑞) gilt 𝑠𝑘 ∈ ω𝕋ℝ wegen den(𝑠𝑘) ≥ 𝑏𝑚 > ω mit 𝑚 ∈ ℕ*. 
 
Schrankensatz für ω-transzendente Zahlen: Jedes 𝑧 ∈ ℂ* mit |𝑧| ∉ [ω̃, ω] ist bereits ω-transzendent. 
 
Beweis: Den reellen Fall lösen in einer Polynom- oder Reihengleichung der Ansatz 𝑎𝑚 = 1 und 𝑎𝑘 = –ώ für 
𝑘 < 𝑚 mit Bilden des Kehrwerts und die GR. Das Ersetzen von ω jeweils durch ω(𝑚) = ω – ώ/ω(𝑚)𝑚 liefert 
die exakten Grenzwerte. Den komplexen Fall löst u. a. 𝑥 = 𝑦̀ω mit 𝑦 ∈ ωℝ*. 
 

Folgerungen: Für jedes 𝑧 ∈ ℝ + ℝ mit |𝑧| ∉ 𝔹 und η := 𝑧ὼ ist die GR +𝑛=0
𝜔

𝑧𝑛 = ή 𝑧́⁄  ∈ ω𝕋ℂ. Mit 𝑘 = ω2! gilt 
𝛤(𝑧) := 𝑘! 𝑘𝑧/(𝑧𝑧̀ … (𝑧 + 𝑘)) ∈ 𝕋ℝ für alle 𝑧 ∈ ωℝ \ –ωℕ. Für die Eulersche Zahl gilt 𝑒 = (1 + 𝜔̃)ω = (𝑘ω + 
1)/ω! ∈ ω𝕋ℝ mit 𝑘 > ω (Exponentialreihe). 
 
Koeffizientensatz für ω-transzendente Zahlen: Alle Nullstellen normierter irreduzibler Polynome und Rei-
hen mit mindestens einem 𝑎𝑘 ∉ ωℤ sind ω-transzendent, da sie paarweise verschieden und eindeutig be-
stimmt sind sowie ihre Nicht-ω-Algebraizität ihre ω-Transzendenz erzwingt. 
 
Definition: Die Notation für 𝑚-AZen ist (𝑚; 𝑎𝑘‒1, 𝑎𝑘‒2, ..., 𝑎1, 𝑎0; 𝑟, 𝑖; #𝑛, &𝑞; 𝑣, 𝑝)𝑠. Mit 𝑟 ∈ νℕ* (‒νℕ*) existieren 
eine Nullstelle mit dem 𝑟.-größten (|𝑟|.-betragskleinsten) Realteil > 0 (< 0), mit 𝑟 = 0, 𝑖 ∈ νℕ* (‒νℕ*) eine 
nicht-reelle Nullstelle mit dem 𝑖.-größten (|𝑖|.-betragskleinsten) Imaginärteil > 0 (< 0) und die restlichen AZ 
analog. Wird für mindestens ein 𝑎𝑗 eine Variable eingesetzt, gibt #𝑛 die Anzahl 𝑛 ∈ νℕ* der Nullstellen an und 
&𝑞 die Anzahl 𝑞 ∈ νℕ der mehrfachen Nullstellen. Alle 𝑘-Minimalpolynome haben < als Spezifikation 𝑠, alle 𝑘-
Minimalreihen >. Mit 𝑥 ∈ ωℝ sei (𝑥)𝑒

0  = 𝑥, (𝑥)𝑒
𝑛̀ = ( (𝑥)𝑒

𝑛 )𝑒
  und (𝑥)𝑒

𝑛̀ ∶= 0 für (𝑥)𝑒
𝑛 ≤ 1. 

 
Bemerkung: Hierbei hat 𝑟 Vorrang vor 𝑖 und stellt sich mit 𝑟 = 𝑖 = 𝑎0 = 0 die Zahl 0 dar. Der numerische Wert 
𝑣 hat die Genauigkeit 𝑝. Der Verzicht auf Unterscheidung mehrfacher Nullstellen erlaubt diejenigen eines 𝑘-
Polynoms oder einer 𝑘-Reihe mit ganzzahligen Koeffizienten streng totalzuordnen. Die Angaben 𝑟, 𝑖; #𝑛, &𝑞; 𝑣, 𝑝 
und 𝑠 sind ggf. entbehrlich wie z. B. für Brüche. Die (ν + 2)-Tupel (0, ..., 0, 𝑎𝑘‒1, ..., 𝑎0; 𝑟, 𝑖)< mit 𝑎𝑗 ∈ νℕ wohlordnen 
die AZen lexikalisch streng. 
 

Beispiele: Die Zahlen (ν; 1, 0, 0, 0, ‒1)> sind gegeben als 1, ‒1, 1 und ‒1. Die Goldene Zahl Φ := 1̌ + 52̃/2 
lässt sich mit (ν; 1, ‒1, ‒1; 1, 0; 1,618033, 10-6)< notieren. Die Zahl 0,⥘ = 0,1...1 mit ω Einsen hinter dem 
Komma ist mittendlich und verschieden von der Zahl 9̃, da 9 × 0,⥘ = 0,9...9 = 1 ‒ 10‒ω ≠ 1 ist. Daher ist sie ω-
transzendent und lässt sich mit (ω; 9 × 10ω, 1 ‒ 10ω) notieren. 
 
Anzahlsatz der AZen: Mit der Riemannschen Zetafunktion ζ und der durchschnittlichen Anzahl 𝑧(𝑚) der 
Nullstellen eines 𝑚̀-Polynoms oder einer 𝑚̀-Reihe haben die AZen für 𝜅̌ = 𝑛 asymptotisch die Anzahl 
 

𝔸(𝑚, 𝑛) = 𝜁(𝑚̀)̃𝑧(𝑚)κ̀𝑚(𝑛 + 𝒪(σ)). 

 

Beweis: Der Fall 𝑚 = 1 hat nach ([455], S. 323) den Korrekturterm 𝒪(𝜎𝑛) und gibt die Anzahl 4 +𝑘=1
𝑛

φ(𝑘) − 1 
der Brüche über die eulersche φ-Funktion wieder. Für 𝑚 > 1 ändern die Teilbarkeitsverhältnisse weder den 

Korrekturterm 𝒪(𝜎) noch den Hauptterm. Durch 1/ζ(𝑚̀) = ×
𝑖=1

𝑛
(1 ‒ 𝑝𝑖

𝑚̀) (GRn!), das Vielfache primer 𝑝𝑖 ent-

fernt, werden Polynome und Reihen mit ggT(𝑎0, 𝑎1, ... , 𝑎𝑚) > 1 ausgeschlossen. 
 
Beispiele: Für 𝑚 = 1 gibt es 3(𝑛/𝜋̌)2 + 𝒪(σ𝑛) reelle und für 𝑚 = 2, da ein reelles Polynom vom Grad 2 nach 
der 𝑎-𝑏-𝑐-Formel zwei reelle Nullstellen mit Wahrscheinlichkeit 9

16
 hat, 9̌𝑛3/ζ(3) + 𝒪(𝜎𝑛2) reelle Lösungen. 

Für 𝑎𝑚 = 1 existieren 𝑧(𝑚)κ̀𝑚́(κ + 𝒪(σ)) ganzalgebraische Lösungen. 
 
Fundamentalsatz der Algebra: Jedes nicht-konstante Polynom 𝑝 ∈ (ω)ℂ hat ein 𝑧 ∈ (ω)ℂ mit 𝑝(𝑧) = 0. 
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Indirekter Beweis: Eine affin-lineare Variablensubstitution erreicht 𝑝(0)̃ ≠ 𝒪(ι). Die Annahme von 𝑝(𝑧) ≠ 0 

für alle 𝑧 ∈ (ω)ℂ ergibt für das holomorphe 𝑓(𝑧) := 𝑝(𝑧)̃ wegen 𝑓(ι̃) = 𝒪(ι) und aufgrund der Mittelwertun-
gleichung |𝑓(0)| ≤ |𝑓|γ (s. [473], S. 160) mit γ = ∂𝑟ℂ̇ und beliebigem 𝑟 ∈ (ω)ℝ>0, also 𝑓(0) = 𝒪(ι) im Wider-
spruch zur Voraussetzung (und damit gilt exakt 𝑧(𝑚) = 𝑚). 
 
Bemerkung: Im reellen Fall ist 𝑧(𝑚) asymptotisch gleich 𝑚𝑒

 /𝜋̌+ 𝒪(1) nach (Kac, Mark: On the Average 
Number of Real Roots of a Random Algebraic Equation; Bull. Amer. Math. Soc. 49 (4); 1943; 314 – 320). 
 

Folgerung: Für 𝑚 = 𝑛 = 𝜈́ =: 𝑒σ gilt |ν𝔸ℝ| =  𝜋̃σκ̀𝜈́(𝜈̂ + 𝒪(σ)) und |ν𝔸ℂ| =  κ̀𝜈(𝜈̌ + 𝒪(σ)). 
 
Approximationssatz für reelle ω-AZen: Der durchschnittliche Fehler, um jede reelle ω-AZ vom Grad 𝑛 > 1 
durch eine reelle ω-AZ vom Grad 𝑚 < 𝑛 zu approximieren, ist asymptotisch gleich |ωℤ|–𝑚 𝑚𝑒

 ̃ ζ(𝑚̀)ι. 
 
Beweis: Die Anzahl der ω-AZen und innerhalb unveränderter Grenzen nahezu gleichmäßig verteilten Zah-
len nimmt in ωℝ pro Grad mehr ca. um den Faktor |ωℤ| zu. Der Fehler entspricht dem Abstand der ω-AZen 
untereinander. In ωℂ liegen ω-AZen weniger dicht. 
 
Folgerung: Zwei verschiedene reelle ω-AZen haben durchschnittlich mindestens den Abstand |ωℤ|–ώ ω𝑒

 ̃ π. Die 
genaue Bestimmung des Minimalabstands erfordert ein unendliches nicht-lineares nicht-konvexes Opti-
mierungsproblem zu lösen. Damit haben reelle ν-AZen eine Approximationsordnung von 𝒪(ν). Dies wider-
legt den Satz von Thue-Siegel-Roth, der nur den Minimalabstand zweier reeller Zahlen beweist. 
 
Satz: Der Abstand zweier benachbarter reeller ω-AZen beträgt maximal 𝛺/ώ mit der ω-transzendenten 
Omega-Konstante 𝛺 = 𝑒̃𝛺 = 𝑊(1) (s. u. Lambertsche 𝑊-Funktion). 
 
Beweis: Der Abstand der reellen ω-AZen ist um ±1 herum am größten. Die Zahl 1 approximiert ein 𝑥 ∈ ω𝔸ℝ, 
das die Polynom- oder Reihengleichung 𝑥́𝑥𝑚́ώ = 1 für 𝑥 > 1 oder 𝑥𝑚 = –𝑥́ώ für 𝑥 < 1 erfüllt. 
 
Größte-Primzahl-Kriterium (GPK) für ω-transzendente Zahlen: Gilt bei gekürzten Brüchen 𝑟 := 𝑎𝑝̃𝑏 ± 𝑠̃𝑡 ∈ 
ωℝ mit natürlichen 𝑎, 𝑏, 𝑠 und 𝑡, 𝑎𝑏𝑠𝑡 ≠ 0 und 𝑎 + 𝑠 > 2 sowie der (zweit-)größten Primzahl 𝑝 ∈ ωℙ, 𝑝 ∤ 𝑏 

und 𝑝 ∤ 𝑠, so gilt 𝑟 ∈ ω𝕋ℝ, da der Primzahlsatz den(𝑎𝑝𝑠̃(𝑏𝑠 ± 𝑎𝑝𝑡)) ≥ 𝑝̂ ≥ 𝜔̂ – 𝒪( 𝜔 𝑒
 𝜔2̃) > ω impliziert. 

 
Satz: Es gilt π ∈ ω𝕋ℝ sofern die unterschiedlichen Darstellungen als Wallis-Produkt oder Produktdarstellung 
der Gammafunktion für den Wert 2̃ akzeptiert werden (s. Nichtstandardanalysis), oder alternativ durch 
Anwendung des GPKs auf die Leibnizsche Reihe oder die arcsin(𝑥)-TR für 𝑥 = 1. 
 
Satz: Die Konstanten von Catalan (𝐺), Gieseking (π 𝑒β), Smarandache (𝑆1) und Taniguchi (𝐶T) sind ω-trans-
zendent aufgrund des GPKs. 
 
Satz: Die Konstanten von Artin (𝐶Artin), Baxter (𝐶2), Chaitin (𝛺F), Champernowne (𝐶10), Copeland-Erdős 
(𝐶CE) (gilt bei jeder Basis aus ωℕ*), Erdős-Borwein (𝐸), Feller-Tornier (𝐶FT), Flajolet und Richmond (𝑄), 
Glaisher-Kinkelin (𝐴), Heath-Brown-Moroz (𝐶HBM), Landau-Ramanujan (𝐾), Liouville (£Li), Murata (𝐶M), Pell 
(𝘗Pell), Prouhet-Thue-Morse (𝐶PTM), Sarnak (𝐶sa) und Stephen (𝐶S) sowie die Euler- bzw. Landau-Totient-
Konstante (𝐸𝑇 bzw. 𝐿𝑇), die Primzahlzwillingskonstante (𝐶2) und die Carefree-Konstanten (𝐾1, 𝐾2 und 𝐾3) 
sind ω-transzendent, da je keine gewisse Primzahlpotenz aus Zähler oder Nenner kürzbar ist. 
 
Satz: Die trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen samt ihren Umkehrfunktionen, die Digamma-
funktion ψ, die Lambertsche 𝑊-Funktion, die Funktion Ein, der (hyperbolische) Integralsinus S(h)i, die Eu-
lersche Betafunktion 𝐵 und mit natürlichen positiven 𝑠 und 𝑢 sowie natürlichem 𝑡 die generalisierte Fehler-
funktion 𝐸t, die hypergeometrische Funktion 0𝐹t, die Fresnel-Integral-Funktionen 𝐶 und 𝑆 und die Bessel-
Funktion 𝐼t bzw. die erster Gattung 𝐽t, die Legendresche Funktion χs, die Polygammafunktion ψs, die verall-

gemeinerte Mittag-Leffler-Funktion 𝐸s,t, die Dirichletreihe +𝑛=1
𝜔

𝑛̃𝑠𝑓(𝑛) mit maximal endlichen reellen 
|𝑓(𝑛)|, die Primzetafunktion 𝘗(𝑠), der Polylogarithmus Lis sowie die Lerchsche Zeta-Funktion 
Φ(𝑞, 𝑠, 𝑟) liefern für reelle Argumente und maximal endliche reelle |𝑞| und |𝑟|, bei denen die zugehörige TR 
konvergiert, nur ω-transzendente Werte. 
 
Beweis: GPK, Dirichletscher Primzahlsatz und Wallis-Produkt liefern die Behauptung. Sie folgt bei der Di-
gammafunktion aus dem Beweis der ω-Transzendenz der Eulerschen Konstante γ (s. u.). 
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Satz: Mit 𝐿𝑖𝑠(𝑧) ≔ +𝑛=1
𝜔

𝑛̃𝑠𝑧𝑛 , 𝑧 ∈ 1ℂ̇ und 𝑠 ∈ ωℂ sei γ := 𝐿𝑖1(1) – 𝑒ω = ↑1
𝜔 (⌊𝑥⌋̃ − 𝑥̃) ↓ 𝑥, wobei Umsummieren 

γ ∈ ]0, 1[ zeigt. Wird 𝑒ω = 𝐿𝑖1(2̃) 2ω akzeptiert, so gilt γ ∈ ω𝕋ℝ auf 𝒪(2̃ωω̃𝑒ω) genau. 
 
Beweis: Aus der GR folgt –𝑒(–𝑥́) = 𝐿𝑖1(𝑥) + 𝒪(ω̃𝑥ὼ/𝑥́) + 𝑡(𝑥)↓ 𝑥 für 𝑥 ∈ [–1, 1 – 𝜈] und 𝑡(𝑥) ∈ ωℝ mit |𝑡(𝑥)| < ω. 
Dann werden der (kleine) fermatsche Satz und das GPK auf den(𝑝(1 – 2–𝑝2ω)) für 𝑝 = max ωℙ angewandt. 
 
Satz: Nur dann gilt +𝑛=−1

ω
𝑎𝑛𝑏𝑛̃  ∉ ωℝ für beliebige 𝑏𝑛 ∈ ωℕ*, wenn dies ebenfalls für +𝑛=−1

ω
𝑎𝑛̃ oder 𝑎−1̃ − 𝑎ω̃ 

mit 𝑎𝑛 ∈ ωℕ* zutrifft, da 𝑏𝑛 ∶= 1 (+ 𝑎𝑛) (Teleskopsumme) gesetzt werden kann (vgl. [889], S. 346). 
 
Definition: Erfüllen zwei Zahlen 𝑥0, 𝑦0 ∈ ωℂ* keine nicht-triviale Polynomgleichung 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0, so heißen 
sie ω-algebraisch unabhängig. Eine reelle Zahl ≠ 0 heißt potenzfrei, wenn ihr Betrag nur als Potenz einer 
reellen Zahl mit einem ganzzahligen Exponenten = ±1 darstellbar ist. 
 
Satz: Das GPK liefert mit 𝑒 = (1 + 𝑝)𝑝 für maximales 𝑝 ∈ ωℙ und π als Wallis-Produkt paarweise ω-algebraisch 
unabhängige Darstellungen von 𝐴, 𝐶2, γ, 𝑒, 𝐾 und π. 
 
Satz: Sind alle 𝑞 ∈ 𝑄 := ℝω

ω
>0 potenzfrei, 𝑞𝑥 ∈ 𝑄 und 2ω ≫ |𝑥| ∈ ωℝ, muss 𝑥 ∈ ωℤ gelten. 

 
Beweis: Sei o. B. d. A. 𝑥 > 0. Da sich für nicht zu großes 𝑥 ∈ ωℕ* kein Widerspruch ergibt, wird 𝑥 ∈ 𝑄\ωℕ* 
angenommen. Wegen 𝑞𝑥 ∈ ωAℝ\𝑄 lässt sich 𝑥 := 𝑘/𝑑 ∈ ωℝ>0\𝑄 annehmen mit 𝑑, 𝑘 ∈ ℕ* und 𝑑 ⟂ 𝑘. Also muss 𝑞𝑘 
= 𝑟𝑑 mit einem 𝑟 ∈ 𝑄 gelten. Dann weist aber der Fundamentalsatz der Arithmetik den Zähler oder Nenner 
von 𝑞 bzw. 𝑟 größer als 2ω aus. Dieser Widerspruch liefert die Behauptung. 
 
Bemerkung: Die Bedingungen sind nicht hinreichend wie die Beispiele 𝑎𝑛 ∶= 1, 𝑏𝑛 ∶= 2 bzw. (𝑎𝑛) ∶=
(12, 12, 12, 12, 12, 6, 12, 20, 30, 42, … , ώω), 𝑏𝑛 ∶= 1 mit den Summen ω̌ + 1 bzw. (ω − 2)/ώ zeigen. Zu (𝑛!) 
bzw. (𝑎𝑛) mit 𝑎𝑛 =  𝑎𝑛

2 − 𝑎𝑛 + 1 gilt +𝑛=1
ω

𝑎𝑛𝑏𝑛̃ ∈ ω𝕋ℝ für 𝑏𝑛 ∶= 𝑛 + 2 bzw. 𝑏𝑛 ∶= 1. 
 
Bemerkung: Der vorige Satz beweist die Vermutung von Alaoglu und Erdős, dass 𝑝𝑥 und 𝑞𝑥 genau dann ν-reell 
für verschiedene 𝑝, 𝑞 ∈ νℙ sind, wenn 𝑥 ∈ νℤ mit nicht zu großem |𝑥| gilt. 
 
Satz von Gelfond-Schneider: Mit 𝑎, 𝑐 ∈ ω𝔸ℂ \ 𝔹 und infinitesimalem 𝜀, 𝑏 ∈ ω𝔸ℂ \ ℝω

ω  gilt 𝑎𝑏 ∈ ω𝕋ℂ. 
 
Indirekter Beweis: Die Minimalpolynome 𝑝 (und 𝑞) von 𝑐𝑟 bzw. 𝑐𝑟±𝜀 = 𝑎𝑏 mit maximalem 𝑟 ∈ ℝω

ω
>0 und 

𝑓 = 𝑝(·𝑞) ergeben den Widerspruch 𝑓′(𝑐𝑟(±𝜀)) ≠ 0 = (𝑓(𝑐𝑟) – 𝑓(𝑐𝑟±𝜀)) / (𝑐𝑟 – 𝑐𝑟±𝜀) = 𝑓′(𝑐𝑟(±𝜀)). 
 
Satz von Beal: Für 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 = 𝑐𝑘 mit 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ωℕ* und 𝑘, 𝑚, 𝑛 ∈ ωℕ≥3 gilt ggT(𝑎, 𝑏, 𝑐) > 1. 
 

Beweis: Aus 𝑏𝑛 = (𝑐𝑘𝑞 − 𝑎𝑚𝑟)(𝑐̃𝑘𝑞́ +  𝑎̃𝑚𝑟́) = 𝑐𝑘 − 𝑎𝑚 + 𝑐𝑘𝑞𝑎̃𝑚𝑟́ − 𝑐̃𝑘𝑞́𝑎𝑚𝑟  folgt, dass die Funktion 

𝑓(𝑞, 𝑟) ∶= 𝑐𝑘(𝑞̂–1) − 𝑎𝑚(𝑟̂–1) = 0 in 𝑞, 𝑟 ∈ ωℝ>0 stetig ist und insbesondere die Lösung (𝑞0, 𝑟0) = (1̌, 1̌) besitzt. 

Jede weitere Lösung in Brüchen ergibt nach Potenzieren ggT(𝑎, 𝑐) > 1 und damit die Behauptung. 
 
Folgerung: Die Fermat-Catalan-Vermutung lässt sich analog beweisen und ein unendlicher Abstieg wegen 
ggT(𝑎, 𝑏, 𝑐) > 1 ergibt, dass 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 𝑐𝑛 von keinem 𝑛 ∈ ℕ≥3 für beliebige 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℕ* erfüllt wird. 
 
Drei-Kuben-Satz: Es gilt 𝑆 := {𝑛 ∈ ℤ : 𝑛 ≠ ±4 mod 9} = {𝑛 ∈ ℤ : 𝑛 = 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 3(𝑎 + 𝑏)𝑐(𝑎 – 𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 
𝑐)3 + (𝑏 – 𝑐)3 + 𝑐3} ⊂ 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 6ℤ, da unabhängige vollständige Induktion nach den gleichberechtigten 
Variablen 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ zunächst {0, ±1, ±2, ±3} ⊂ 𝑆 zeigt und dann die Behauptung. 
 
Satz von Brocard: Es gilt {(𝑚, 𝑛) ∈ ωℕ2 : 𝑛! + 1 = 𝑚2} = {(5, 4), (11, 5), (71, 7)}. 
 
Beweis: Aus 𝑛! = 𝑚́𝑚̀ folgt 𝑚 = 𝑟̂ ± 1 für 𝑟 ∈ ωℕ* und 𝑛 ≥ 3. Also ist 𝑛! = 𝑟̂(𝑟̂ ± 2) = 8𝑠(𝑠̂ ± 1) mit 𝑠 ∈ ωℕ*. Gelte 
2𝑞 | 𝑛! und 2𝑞̀ ∤ 𝑛! für maximales 𝑞 ∈ ωℕ*. Damit ist 𝑛! = 2𝑞(𝑢̂ + 1) für 𝑢 ∈ ωℕ* und zwingend 𝑛! = 2𝑞(2𝑞–2 ± 1). 
Die Primfaktorzerlegung von 𝑛! erfordert dann 𝑛 ≤ 7, was die Behauptung ergibt. 
 
Satz von Littlewood in der herkömmlichen Mathematik: Mit ||·||𝑑 als Abstand zur nächsten ganzen Zahl gilt 
lim inf 𝑛

𝑛→∞
‖𝑛𝑎‖𝑑‖𝑛𝑏‖𝑑 = 0 für alle 𝑎, 𝑏 ∈ νℝ und 𝑛 ∈ νℕ*. 

 
Beweis: Für 𝑘, 𝑚 ∈ νℕ* als Nenner der Kettenbruchentwicklung von 𝑎 bzw. 𝑏 mit Genauigkeit 𝑔 ∈ νℝ>0 und 
𝑛/𝑘𝑚 immer wieder ganz liefert der dirichletsche Approximationssatz (s. [455], S. 63): 
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lim inf 𝑛

𝑛→∞
‖𝑛𝑎‖𝑑‖𝑛𝑏‖𝑑 = lim inf 𝑛

𝑛→∞
𝒪(𝑛̃)2 = lim inf

𝑛→∞
𝒪(𝑛̃) = 0. 

 

Widerlegung durch die Nichtstandardmathematik: Für 𝑎 = 𝑏 := ω̃3̌ gilt 𝜔‖𝜔𝑎‖𝑑‖𝜔𝑏‖𝑑 = 1. 
 
Beispiel: Für s ∈ (ω)ℂ mit Re(s) ≤ 1 und 𝑧 := 2̃𝑠́ hat ζ(s) = +𝑛=1

ω
𝑛̃𝑠 definitiv keine analytische Fortsetzung 

(vgl. [949], S. 4) und ist damit nullstellenfrei. Dies widerlegt die Riemannsche Vermutung: 
 

∓𝑛=1

ω
𝑛̃𝑠 = 𝑧 +𝑛=1

𝜔̌
𝑛̃𝑠 − +𝑛=1

ω
𝑛̃𝑠 ≠ 𝑧́ +𝑛=1

ω(/2)
𝑛̃𝑠. 

 

Satz: Da die Dirichletsche 𝐿-Funktion 𝐿(𝑠, 𝜒) = +𝑛=1
ω

𝜒(𝑛)𝑛̃𝑠 offenbar nur Nullstellen für s = 0 und nichttri-
viale Dirichlet-Charaktere χ(𝑛) hat, widerlegt sie die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung. 
 
Satz von Collatz: Aus 𝑛𝑘̀ ∶= 3𝑛𝑘 + 1 − χ2ℕ(𝑛𝑘)(5̌𝑛𝑘 + 1) mit 𝑛0 = 𝑛 folgt 𝑛ω ∈ {1, 2, 4} für alle 𝑛 ∈ (ω)ℕ*. 
 
Beweis: Jedes solche Verfahren, das öfter und mit größeren Schritten absteigt als es aufsteigt, wie es der 
Erwartungswert von ¾ des vorigen Wertes anzeigt, unterschreitet alle 𝑛0 ≥ 2. Daraus folgt die Behauptung, 
weil der triviale Zyklus 4-2-1 nach (Slapničar, Ivan: There are no cycles in the 3n + 1 sequence, arXiv: 
1706.08399v1) hierbei der einzige ist. 
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Zeitrechnung im Achtersystem 
 
Wir messen Zeit bisher in Jahren, Monaten, Wochen, Tagen, Stunden, Minuten und Sekunden. In jeweils 
Tausendsteln können Sekunden immer feiner bis zur Messgrenze unterteilt werden. Aber ist unsere Zeit-
rechnung praktisch? 
 
Folgende drei Fragen sollen die Probleme verdeutlichen: 
 
1. Wie viele Tage liegen zwischen dem 25.01.2004 und dem 11.11.2004? 
2. Auf welchen Wochentag fällt der 11.11.2004? 
3. Wie viele Sekunden liegen zwischen 09:12:06 Uhr und 11.11.11 Uhr? 
 
Die Antwort auf Frage 1 hat die unterschiedliche Länge der Monate und Schaltjahre zu berücksichtigen. 
 
Die Antwort auf Frage 2 hat darüber hinaus den Sieben-Tage-Rhythmus der Woche einzubeziehen und von 
einem Datum mit bekanntem Wochentag auszugehen. 
 
Die Antwort auf Frage 3 erfordert die Umrechnung von Stunden und Minuten in 3600 bzw. 60 Sekunden. 
 
Ich schlage daher folgende Zeitrechnung vor: 
 
1. Es wird durchweg das Achtersystem verwendet. 
2. Die Zeit wird angegeben: [[+/-]Jahr,][Tag].[Bruchteil des Tages] [Zusatz]. 
3. In der Woche wird zwischen Sonntag und Montag ein Erdtag eingeschoben. 
4. Die Monate haben regulär vier Acht-Tage-Wochen. 
5. Der letzte zwölfte Monat hat abweichend 13 Tage (im Schaltjahr 14). 
6. Tag 0 ist Neujahr (1.1. bisher, Sonntag), Tag 1 ist Arbeitstag (Erdtag). 
7. Das Jahr der Einführung ist das Jahr 0. 
8. Zeitzonen entfallen und es gilt weltweit Greenwich-Zeit. 
 
Erläuterungen: 
 
Zu 1. (Es wird durchweg das Achtersystem verwendet.): 
 
Wir verwenden zumeist das Dezimal- oder Zehnersystem (Basis 10, Ziffern 0 bis 9). Die Basis gibt die An-
zahl der verschiedenen Ziffern eines Zahlensystems an. Zahlen können in anderen Zahlensystemen gleich-
wertig (nur mit anderem "Aussehen") dargestellt werden. 
 
Zahlen, die größer sind als die höchste Ziffer angibt, werden durch Übertrag auf die nächste linke Stelle 
gebildet: Auf die 9 folgt die 10, auf die 99 die 100, auf die 999 die 1000 usw. 
 
Der Mensch kann durchschnittlich maximal sieben Dinge auf einmal erkennen, ohne sie zählen zu müssen. 
Das Oktal- oder Achtersystem mit der Basis 8 besitzt die Ziffern 0 bis 7 und kommt hier der Natur des Men-
schen also entgegen. 
 
Das Achtersystem lässt sich auf einfache Weise in andere Zahlensysteme umrechnen, die eine Potenz der 
Basis zwei sind. Neben dem Dual- oder Zweiersystem (Basis 2, Ziffern 0 und 1) zählen hierzu insbesondere 
das Tetral- oder Vierersystem (Basis 4, Ziffern 0 bis 3) und das Hexadezimal- oder Sechzehnersystem (Basis 
16 Ziffern 0 bis 9 und A bis F). 
 
Die meisten Computer beruhen auf dem Zweiersystem. Die Ziffern 0 und 1 geben an, ob Strom fließt oder 
nicht. Zahlen im Zehnersystem müssen für diese Rechner in das Zweiersystem umgewandelt werden, damit 
schnell gerechnet werden kann. 
 
Je länger die Zahlen sind, desto zeitaufwändiger ist die Umrechnung. Für die Ausgabe im Zehnersystem ist 
eine erneute Umwandlung erforderlich. Bei der Umrechnung zwischen Zweier- und Zehnersystem treten 
im Nachkommabereich häufig umwandlungsbedingte Rundungen auf. 
 
Hier einige Beispiele (die tiefgestellte Zahl gibt zur Unterscheidung der Zahlensysteme die Basis an): 
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200410 = 7D416 = 37248 = 1331104 = 111110101002. 
 
Wird 111110101002 von rechts ausgehend in Zweierblöcke durch | unterteilt in der Form 
1|11|11|01|01|002, so kann durch folgende Entsprechungen die Darstellung für 1331104 gewonnen wer-
den: 
00 ≙ 0, 01 ≙ 1, 10 ≙ 2 und 11 ≙ 3. Ein erster Block mit einer Ziffer bleibt unverändert. 
 
Für die Gewinnung von 37248 aus 111110101002 sind Dreierblöcke von rechts zu bilden: 11|111|010|1002. 
Die Entsprechungen lauten: 
000 ≙ 0, 001 ≙ 1, 010 ≙ 2, 011 ≙ 3, 100 ≙ 4, 101 ≙ 5, 110 ≙ 6 und 111 ≙ 7. Ein erster Block mit weniger 
als drei Ziffern ist vorher durch Nullen links aufzufüllen. 
 
Für die Gewinnung von 7D416 aus 111110101002 sind Viererblöcke von rechts zu bilden: 111|1101|01002. 
Die Entsprechungen lauten: 
0000 ≙ 0, 0001 ≙ 1, 0010 ≙ 2, 0011 ≙ 3, 0100 ≙ 4, 0101 ≙ 5, 0110 ≙ 6, 0111 ≙ 7, 1000 ≙ 8, 1001 ≙ 9, 1010 
≙ A, 1011 ≙ B, 1100 ≙ C, 1101 ≙ D, 1110 ≙ E und 1111 ≙ F. Ein erster Block mit weniger als vier Ziffern ist 
vorher durch Nullen links aufzufüllen. 
 
Allgemein sind bei einer Basis 2n Blöcke mit n Ziffern der Darstellung im Zweiersystem von rechts zu bilden 
und der erste links stehende Block vorher mit Nullen auf n Ziffern von links aufzufüllen. Die Umwandlung 
funktioniert auch umgekehrt vom 2n-System in das Zweiersystem. Ferner gibt es noch andere Algorithmen 
der Umwandlung. 
 
Für die Gewinnung von 7D416 aus 200410 wird 200410 fortwährend durch 1610 geteilt: 
200410 / 1610 = 12510 Rest 410; 
12510 / 1610 = 710 Rest 1310; 
1310 / 1610 = 010 Rest 710. 
 
Die zweistelligen Reste werden ins Sechzehnersystem umgewandelt und von unten nach oben durchgegan-
gen. Das gewünschte Ergebnis 7D416 ergibt sich, wenn sie dabei von links nach rechts aneinandergereiht 
werden: 710 = 716,1310 = D16 und 410 = 416. 
 
Allgemein ist die umzuwandelnde Zahl durch die Basis des Zielsystems fortwährend zu teilen und die mehr-
stelligen Reste sind in die Schreibweise des Zielsystems umzuwandeln. Die gesuchte Zahl ergibt sich durch 
die Aneinanderreihung der Reste von links nach rechts, wenn in der Divisionsrechnung die Reste von unten 
nach oben durchgegangen werden. 
 
Natürlich existieren hier andere Umwandlungsalgorithmen - auch in die andere Richtung. Da die fortwäh-
rende Division rechnerisch aufwändiger ist als die Ziffernersetzung in Ziffernblöcken, entsteht der ange-
sprochene Zeitverlust. Nachkommastellen werden ähnlich umgewandelt. 
 
Zu 2. (Die Zeit wird angegeben: [[+/-]Jahr,][Tag].[Bruchteil des Tages] [Zusatz].): 
 
Die Reihenfolge ergibt sich aus der Sortierfähigkeit der Zeitangabe. Das + kann weggelassen werden; das - 
bezieht sich nur auf das Jahr. Wird der Bruchteil des Tages weggelassen, ergibt sich die Datumsangabe. Das 
Jahr kann ebenfalls weggelassen werden, wenn das Verständnis es zulässt. 
 
Der Bruchteil wird als Folge von Oktalziffern angegeben. Aus optischen Gründen können die Ziffern rechts 
auf eine gerade Anzahl mit Nullen aufgefüllt werden (z. B. vier- oder sechsstellig). Zusatz kann beispiels-
weise sein: christlich, jüdisch oder islamisch oder eine Abkürzung. Der Standard ist ohne Zusatz. 
 
Die Jahreszeiten Frühling, Sommer, Herbst und Winter und die Feiertage kehren regelmäßig wieder. Diese 
Regelmäßigkeiten sollen auf das Jahr gesehen erhalten bleiben, auch wenn es in den Details Unregelmäßig-
keiten gibt. 
 
Stunden werden aus Verwechslungsgründen nicht mehr verwendet. Der Tag wird grob in acht Teile (Okten 
genannt) geteilt. Eine Okte wird ferner in acht Teile (Lepten genannt) geteilt. Die Minute wird neu definiert 
als der 64. Teil einer Lepte. Die Sekunde wird neu definiert als der 262144. Teil eines Tages (64 * 64 * 64 = 
262144). 
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Damit kann mit sechs Ziffern im Achtersystem die Zeit ungefähr dreimal genauer angegeben werden als mit 
sechs Ziffern im Zehnersystem (262144 / [24 * 60 * 60] ~ 3,034). Vier Lepten oder eine halbe Okte entspre-
chen 1,5 Stunden und zwei Lepten entsprechen einer Schulstunde von 45 (alten) Minuten. Die Fünfminu-
tenpause wird zur Viertelleptenpause. 
 
Da 6410 = 1008 ist, gehen Sekunden auf natürliche Weise in Minuten über, Minuten ebenso in Lepten und 
Lepten in Tage. Tage können nicht auf natürliche Weise in Jahre übergehen, da ein normales Jahr 36510 = 
5558 Tage hat. Das Schaltjahr mit 36610 = 5568 Tagen verbessert nichts hierbei. 
 
Das neue analoge Uhrenzifferblatt ist viel symmetrischer aufgebaut als das alte und entspricht besser der 
Kompassrose und der Sonnenuhr. x und + sind als Hauptachsen überlagert. Unten steht die 0. Im Uhrzei-
gersinn folgen die Ziffern 1 bis 7. Die Teilung in 64 Striche (Lepten, neue Minuten und Sekunden) weicht 
optisch kaum von der bisherigen in 60 Striche (alte Minuten und Sekunden) ab. 
 
Zu 3. (In der Woche wird zwischen Sonntag und Montag ein Erdtag eingeschoben.): 
 
In mehreren Sprachen sind die Wochentage nach Planeten benannt. Die Erde ging als innerer Planet bisher 
leer aus. Sie wird mit dem Erdtag gewürdigt. Letztlich ist es aber weniger entscheidend, welche Bezeich-
nung eine Sprachgemeinschaft verwendet. 
 
Eine Woche mit acht Tagen stellt auf den ersten Blick eine höhere menschliche Belastung dar. Der Mittwoch 
könnte als Mitte der Woche jedoch eine Entlastung bringen, wenn der Nachmittag sowohl bei der Arbeit als 
auch in der Schule möglichst frei gehalten wird. 
 
Wir gehen von einem Acht-Stunden-Arbeitstag und zwei freien Wochenendtagen aus. Betrachten wir 56 
Tage, von denen in der Sieben-Tage-Woche 320 Stunden, in der Acht-Tage-Woche 336 Stunden gearbeitet 
würde, so ergibt sich für den Mittwoch, dass bei gleicher Arbeitszeit 16/7 Stunden pro Acht-Tage-Woche 
weniger gearbeitet werden müsste. 
 
Begännen wir unsere Arbeit in GMT um 7 Uhr, so würden wir bis 15:30 Uhr an einem Acht-Stunden-Ar-
beitstag arbeiten, wenn wir von einer halben Stunde Mittagspause ausgehen. An einem Mittwoch bräuchte 
bei gleicher Beginnzeit nur bis ca. 12:43 Uhr gearbeitet werden. 
 
Es steht einem frei, bei gleitender Arbeitszeit die Woche über länger zu arbeiten, um beispielsweise am 
Freitag seine Arbeit früher beenden zu können. Bei anderen Arbeitszeitmodellen und Arbeitszeiten sind ent-
sprechend modifizierte Lösungen anzuwenden. 
 
Zu 4. (Die Monate haben regulär vier Acht-Tage-Wochen.): 
 
Mit 32 Tagen können die Monate sehr gut in Zweierschritten halbiert werden. Aus der dreistelligen Tages-
angabe lässt sich im Achtersystem der Monat ermitteln - gegebenenfalls sind links Nullen zu ergänzen. 0 - 
3 an der zweiten Stelle kennzeichnet ungerade, 4 - 7 gerade Monate. 
 
Monat ist allerdings nur ein Übergangsbegriff und schließlich von Mond abgeleitet ist, welcher in der neuen 
Zeitrechnung untergeordnete Bedeutung hat. Es werden stattdessen die Begriffe Hälfte, Drittel, Viertel, 
Sechstel und Zwölftel (des Jahres) verwendet. Das Datum soll möglichst auf Woche oder Tag genau angege-
ben werden. 
 
Zu 5. (Der letzte zwölfte Monat hat abweichend 13 Tage (im Schaltjahr 14).): 
 
Die Position des Schalttages mitten im Jahr war bisher wenig einleuchtend. Am Ende des Jahres kann die 
Zeitrechnung sinnvoll korrigiert werden, indem fehlende Zeiteinheiten eingefügt werden - insbesondere in 
Sekunden. Zu Neujahr werden dann alle Uhren auf [Jahr],0.000000 zurückgesetzt. Dies kommt auch Berei-
chen zugute, bei denen es auf besondere Genauigkeit ankommt. 
 
Die letzten fünf (im Schaltjahr sechs) Tage können eigene Wochentagsnamen erhalten. Die Wochentagsna-
men werden vermutlich aber in ihrer Bedeutung zugunsten der mit ihnen verbundenen Ziffern abnehmen. 
 
Zu 6. (Tag 0 ist Neujahr (1.1. bisher, Sonntag), Tag 1 ist Arbeitstag (Erdtag).): 
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Den Sonntag auf den Monatsbeginn fallen zu lassen, hat praktische Gründe. Der Wochenbeginn mit Sonntag 
hat historische Gründe und ist auch ein Zugeständnis an den Mondkalender. Die 0 ähnelt außerdem dem 
Symbol für Sonne (Sonnenkalender). 
 
Da der Gregorianische Kalender derzeit der am meisten verbreitete Kalender ist, fällt nach ihm Neujahr 
auch im Oktalkalender auf den 1.1. Die Feiern um die Jahreswende sollen in bewährter Form begangen 
werden können. 
 
Zu 7. (Das Jahr der Einführung ist das Jahr 0.): 
 
Dies geschieht aus praktischen Gründen: Das Jahr kann (ohne Zusatz) kurz notiert werden. Es wird ein 
deutlicher Schnitt zur alten Zeitrechnung gemacht. Von allen Punkten ist dieser der am wenigsten verbind-
liche. 
 
Zu 8. (Zeitzonen entfallen und es gilt weltweit Greenwich-Zeit.): 
 
Die Frage, welche Uhrzeit in einer anderen Zeitzone gilt, erübrigt sich. Eine weltweite Verständigung wird 
erleichtert, da alle Uhren auf der Erde dieselbe Zeit anzeigen, wenn sie synchronisiert werden. Greenwich ist 
durch den Nullmeridian historisch ausgezeichnet. 
 
 
Es wird nun statt der drei Ausgangsfragen die wesentlich schwierigere gestellt: 
 
Wie viele Tage liegen zwischen dem 25.01.2004 09:12:06 Uhr und dem 11.11.2004 11:11:11 Uhr? 
 
Zunächst wird die Frage im Achtersystem umformuliert (mit Rundung bei den Sekunden, chr. steht für 
christlich): 
 
Wie viele Tage liegen zwischen 3724,30.304233 chr. und 3724,473.356511 chr.? 
 
Die Antwort liefert eine einfache Subtraktion: 443.052256. Der 25.01.2004 wäre in der neuen Zeitrechung 
ein Sonntag, der 11.11.2004 ein Dienstag. Zwischen den beiden Zeitangaben liegen genau 443052256 
(neue) Sekunden, gerundet 4430523 (neue) Minuten, 44305 Lepten, 4431 Okten, 443 Tage und 44 Wochen. 
 
 
Diskussion wichtiger Punkte: 
 
Die größte Herausforderung dürfte - unabhängig von der Zeitrechnung - in der Umstellung auf das Achter-
system liegen. Sie ist mit hohen Kosten, großem Diskussionsbedarf und jahrelanger Vorbereitung verbun-
den. Die Politik wird unter umfangreichen Werbemaßnahmen eine harte Überzeugungsarbeit leisten müs-
sen. 
 
Ein Tag mehr pro Woche betrifft alle Religionsgemeinschaften gleich (gerecht). Gegenüber anderen Wo-
chenlängen ist die Ergänzung um einen Tag sicher die maßvollste. Die Jahresangabe ist nicht religiös be-
gründet. Durch den Zusatz kann jede Religionsgemeinschaft ihre Jahresrechnung kennzeichnen. 
 
Ich zweifle nicht an der Lernfähigkeit des Menschen. Auch der Umgang mit Computern wurde bisher erfolg-
reich bewältigt. Die Kluft zwischen Mensch und Computer wird durch Einführung des Achtersystems stark 
verringert. 
 
Auf den Monat bezogene Geldbeträge können auf Woche und Tag umgerechnet werden. Dies hilft bei der 
Umrechnung auf den verkürzten zwölften Monat. Die im Normalfall gleiche Monatslänge ist hinsichtlich des 
Geldes gerechter als die bisher unregelmäßige. 
 
Jeder hat erkennbar jedes Jahr am gleichen Wochentag Geburtstag - von den an einem Schalttag Geborenen 
abgesehen. Dies ist kein entscheidender Nachteil. Der emotionale Rhythmus von 28 Tagen im Biorhythmus 
wird außerdem besser durchmischt. 
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Die SI-Einheit Sekunde müsste neu definiert werden. Atomuhren sollten hiermit kein Problem haben. Die 
Einführung des Achtersystems erfordert die Ersetzung von Begriffen wie Kilo und Million bzw. die Bedeu-
tungsverschiebung von Wortanfängen wie Mega-, Mikro- und Nano-. 
 
Je nach alter Zeitzone gestaltet sich der Tag bezogen auf die Uhrzeit anders. Wie gewohnt können die Men-
schen den Tag beginnen, essen, arbeiten oder lernen, sich treffen und schlafen. Lediglich die angezeigte 
Uhrzeit ist eine andere. 
 
Dies ist gewöhnungsbedürftig, auch was die Datumsgrenze angeht. Sie bleibt aber an ihrer alten Stelle. Der 
weltweiten Kommunikation ist wegen ihrer zunehmenden Bedeutung Vorrang zu geben. Die entstehenden 
Kosten werden über die Jahre durch die gesparten übertroffen. Kalkulation und Kommunikation werden 
deutlich einfacher. 
 
Mit der Einführung des Achtersystems ist es allein nicht getan. Sie sollte sinnvoll mit einer weltweiten Pri-
märsprache (als Muttersprache) verbunden werden, die ebenfalls auf dem Achtersystem beruht. Eine sol-
che leistungsfähige Plansprache findet sich unter Linguistik. Jeder Mensch soll mit jedem anderen auf glei-
chem Niveau sprechen können. 
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Synoptischer Ok-
talkalender 

Januar, Februar, März, April, Mai, Juni, Juli, August, 
September, Oktober, November, Dezember (Schalttag) 

Wochentag 1. Woche 2. Woche 3. Woche 4. Woche 
Sonntag 0. Tag 10. Tag 20. Tag 30. Tag 
Erdtag 1. Tag 11. Tag 21. Tag 31. Tag 
Montag 2. Tag 12. Tag 22. Tag 32. Tag 

Dienstag 3. Tag 13. Tag 23. Tag 33. Tag 
Mittwoch 4. Tag 14. Tag 24. Tag 34. Tag 

Donnerstag 5. Tag 15. Tag 25. Tag 35. Tag 
Freitag 6. Tag 16. Tag 26. Tag 36. Tag 

Samstag 7. Tag 17. Tag 27. Tag 37. Tag 
 
Ausblick: Längenrechnung im Achtersystem 
 
Wir messen Längen bisher auf Grundlage der SI-Einheit Meter. Im Achtersystem sind geeignete Vielfache 
von 8 zu bilden. Wie ist die Umsetzung praktisch zu gestalten? 
 
Statt herkömmlichen Kilometern von 100010 m Länge werden Oktalkilometer von 51210 = 10008 m Länge 
verwendet. Da die Zeit statt in herkömmlichen Sekunden in Oktalsekunden von Tageslänge/10000008 ~ 
0,3310 s gemessen wird, folgt, dass pro herkömmlicher Sekunde ungefähr drei Oktalsekunden gezählt wer-
den. 
 
Auf dem Tachometer wird die Geschwindigkeit in Oktalkilometer/Lepte gemessen, wobei Lepten der 1008. 
= 6410. Teil des Tages sind. 100 Stundenkilometer entsprechen dann ungefähr 73,24210 ~ 111,28 Lepten(ok-
tal)kilometer. Der Unterschied im Zahlenwert ist also kaum abweichend und daher vertretbar. 1008 Lep-
ten(oktal)kilometer entsprechen umgekehrt ungefähr 87,3810 Stundenkilometer. 
 
Die Lichtgeschwindigkeit beträgt 29979245810 m/s = 98808549,3910 m/Oktalsekunde ~ 5707313458 
m/Oktalsekunde. Wenn wir die Lichtgeschwindigkeit mit ca. 300000 km/s angeben, können wir sie auch 
mit 570000 Oktalkilometer/Oktalsekunde angeben. 
 
Die 2510-m-Schwimmbahnen werden auf 2410 = 308 m verkürzt, die 5010-m-Schwimmbahnen auf 4810 = 
608 m. Statt 5010 m, 10010 m, 20010 m, 40010 m, 80010 m und 150010 m wären dann 4810 = 608 m, 9610 = 1408 
m, 19210 = 3008 m, 38410 = 6008 m, 76810 = 14008 m und 153610 = 30008 m zu schwimmen. Auch diese 
Abweichungen sind vertretbar. Die Langstrecken sollten Vielfache von 10008 sein. 
 
In der Leichtathletik gibt es darüber hinaus folgende Strecken: 300010 m, 500010 m, 1000010 m, 2000010 m 
und 5000010 m, die durch folgende Strecken abgelöst werden könnten: 307210 = 60008 m, 409610 = 100008 m, 
819210 = 200008 m, 2048010 = 500008 m und 4915210 = 1400008 m. Der Marathon bleibt unverändert 
(42,195 km = 122,3238 Oktalkilometer). 
 
Im Bau gelten meist auf den Zentimeter genau bestimmte Maße. Da im Achtersystem auf 1/6410 bzw. 
1/51210 m genau gerechnet werden kann, sollten hier keine Probleme bestehen. Ähnliches gilt für Möbel, 
obwohl hier sicherlich der Wechsel von Maßen als Vielfaches von 0,1 m auf Vielfache von 0,125 m akzeptiert 
werden kann. 
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Musik 
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Physik 
 
Unter Schwingungen wird als Ergebnis von Jugend forscht 1983 eine durch Differentiation gewonnene Nä-
herungsformel für die Periodendauer ausgewählter Schwingungen eines Massepunktes in der Ebene her-
geleitet, die die exakte, aber unhandliche Integration vermeidet. Die Periodendauer für das mathematische 
Pendel wird experimentell überprüft. Für das Universum werden das Würfel- und das dazu isomorphe Ku-
gelmodell vorgestellt. 
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Schwingungen 
 

 

 

Jugend forscht 1983 
Fachgebiet Physik 
 
Ein neuartiges Verfahren zur Bestimmung der Periodendauer des mathematischen Pendels bei großen 
Amplituden und die Diskussion zur Anwendbarkeit auf andere ausgesuchte Schwingungen der Ebene 
 
Erarbeitet von 
Boris Haase (18), 
Theodor-Heuss-Gymnasium zu Göttingen 
 
Kurzfassung der vorliegenden Arbeit 
 
Die Schwingungsdauer von Massenpunkten auf gekrümmten Schwingungsbahnen in der senkrechten 
Ebene - wie z. B. des mathematischen Pendels und des Zykloidenpendels - soll in der vorliegenden Arbeit 
auf einfachere Weise berechnet werden als bisher. 
 
Die meisten dieser Schwingungsdauern sind bei größerer Entfernung des Massenpunktes auf der Schwin-
gungsbahn von der Ruhelage, deren tiefstem Punkt, von dieser Entfernung abhängig, was die Berechnung 
im Allgemeinen erschwert. 
 
Um eine von dieser Entfernung, der Amplitude, unabhängige Periodendauer berechnen zu können, muss 
man außer der Masse nur die Direktionsgröße kennen, dem Quotienten aus rücktreibender Kraft und dem 
dazugehörigen Auslenkungs- bzw. Direktionsweg. 
 
Diese Kenntnis wird in dieser Arbeit auf die von ihrer Amplitude abhängigen Schwingungsdauern erweitert 
und angewandt. 
 
Hierbei ergeben sich zu den herkömmlichen Methoden teilweise Differenzen - am Beispiel des mathemati-
schen Pendels bis höchstens ein Prozent bei 90° Auslenkung -, teilweise wie am Beispiel des Zykloidenpen-
dels jedoch nicht. Zum ebenfalls bearbeiteten Ellipsenpendel konnten keine Literatur-Angaben gefunden 
werden. 
 
Im experimentellen Teil konnte die errechnete Periodendauer für das mathematische Pendel mit Rücksicht 
auf die Fehlerquellen und die Messgenauigkeit bestätigt werden. 
 
Der Verfasser kommt zu dem Schluss, dass das eigenständig entwickelte Verfahren durchaus zur Anwen-
dung in der Physik kommen könnte. 
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1. Einleitung 
1.1. Anlass und Grundgedanke 
 
Die Periodendauer des mathematischen Pendels bei großen Ausschlägen ist bisher über recht schwierige 
Verfahren der Infinitesimalrechnung und Reihenentwicklung ermittelt worden. Das in der vorliegenden Ar-
beit entwickelte neue Verfahren zur Bestimmung der Periodendauern für ausgesuchte Schwingungen der 
Ebene soll den Rechenweg einerseits vereinfachen, aber auch in Bezug auf seine Genauigkeit an zwei Bei-
spielen mit dem alten Verfahren verglichen werden. 
 
Grundgedanke ist die zeitgleiche Simulation der jeweiligen Pendelschwingung durch eine geradlinige har-
monische Schwingung (Federpendel, Oszillator). 
 
 
1.2. Voraussetzungen 
 
Alle ausgesuchten Schwingungen gehen von einem Massenpunkt aus, der in der senkrechten Ebene an ei-
nem masselosen Faden um einen festen Punkt schwingen soll. 
 
Der Pendelfaden darf hierbei - von der Ruhelage aus gesehen - höchstens um 90° ausgelenkt werden, da die 
maximal rücktreibende Kraft in der Ausgangshöhe liegen muss, in welcher keine Zusatzbeschleunigung auf-
treten soll. 
 
Um einen freien Fall zu verhindern, müssten sonst Stangen statt Fäden verwendet werden, welche aber 
nicht (wie notwendig) an Evoluten der Schwingungsbahnen angeschmiegt werden könnten. Trotz der An-
schmiegung wird zur Vereinfachung die Länge des Pendels in Ruhelage angenommen. 
 
Der Krümmungsradius der Schwingungsbahn muss von der Ruhelage aus entweder konstant bleiben oder 
sich stetig verringern, damit ebenfalls ein freier Fall verhindert wird. 
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Reibungs- und Dämpfungserscheinungen sollen vernachlässigt werden. 
 
Anderenfalls sind weitere Berechnungen für die Periodendauer notwendig, die aber den Rahmen dieser 
Arbeit sprengen würden. 
 
 
2. Hauptteil 
2.1. Theoretische Lösung des Problems 
2.1.1. Allgemeine Lösung 
 
Die Periodendauer einer harmonischen Schwingung ist gegeben durch: 
 

(a) T = 2π√
m

D
. 

Nach dem Energieerhaltungssatz gilt: 
(𝑏) ½ 𝑚 𝑣2 = ½ 𝐷 𝑠2 = 𝑚 𝑔 ℎ. 

 
Bei einer Schwingung bilden die Lageenergie 𝑊pot und die Bewegungsenergie 𝑊kin die konstante Summe: 
 

(𝑐) 𝑊pot + 𝑊kin = 𝑊pot0. 
 
𝑊pot0 soll nun durch die Spannenergie 𝑊sp ausgedrückt werden, um eine von der Amplitude abhängige Di-
rektionsgröße 𝐷(0) zu ermitteln. 𝐷(0) soll dann in die Formel (𝑎) zur Ermittlung der Periodendauer ein-
gesetzt werden. 
 
Dazu ist eine Ersatzbewegung der Masse 𝑚 durch die Kraft 𝐹 auf dem Direktionsweg 𝑠 notwendig. Es gilt: 
 

(𝑑) 𝐷 = 𝐹/𝑠 (Hookesches Gesetz) und 
 

(𝑒) 𝐹 = 𝑚𝑎 = 𝑚𝑙φ̈ (Newton). 
 
Im Weiteren wird immer wieder auf die Direktionsgröße 𝐷 des ebenen Fadenpendels bei minimaler 
Amplitude zurückgegriffen. Hierbei gilt für die rücktreibende und zur Schwingungsbahn tangentiale Kraft 
𝐹R, da die Normalkraft durch die Spannkraft des Fadens aufgehoben wird (1, 2): 
 

(𝑓) 𝐹𝑅 = 𝑚𝑔 sin φ = –𝑚𝑙φ̈. 
Daraus folgt: 

(g) φ̈ = sin φ =
g

l
. 

 
Für kleinste Ausschlagswinkel  kann sin  durch  ersetzt werden, und es gelten die Bedingungen für die 
harmonische Schwingung. Daher ist: 

(ℎ) φ̈ = ω2  
und aus (𝑔) folgt: 

(i) ω = √
g

l
. 

Somit gilt: 

(j) D = m ω2 = m
g

l
. 

 
Für größere Amplituden muss sich die Direktionsgröße 𝐷 aus dem Produkt der Direktionsgröße für die 
harmonische Schwingung mit einem die unharmonische Schwingung bestimmenden Funktionswert 𝑓(0) 
des Ausschlagswinkels  zusammensetzen. 
 
Man schreibt: 

(k) D(
0

) = (m
g

l
) f(

0
). 

 
Der Funktionswert 𝑓(0) ist jedoch für die harmonische Bedingung des Energiesatzes nicht definiert, sodass 
er sich bei einer Einführung herausheben muss. Mit 𝑠 = 𝑥𝑙 gilt: 
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(l)
1

2

f(φ0)mxg
xl

(xl)2

φ0

= mgh. 

 
Hiermit kann der sich nicht ändernde Direktionsweg 𝑠 über den Energiesatz berechnet werden, wenn man 
den Funktionswert 𝑓(0) der rücktreibenden Kraft 𝐹R zuordnet. Mit 
 

1

2
(m

g

l
) s2 = mgh 

ergibt sich für den Direktionsweg: 

(m) s = √2lh. 
 
Die rücktreibende Kraft 𝐹R muss also unabhängig vom Energiesatz entwickelt werden. Sie ist vielmehr 
durch die Ausgangsschwingung als die in der Ausgangshöhe der Schwingungsbahn tangential angreifende 
und somit maximal rücktreibende Kraft festgelegt. Aus 
 

(𝑛) 𝐹R = (-) 𝑚 𝑎 
 
erhält man mit (𝑎) und (𝑑) die Periodendauer: 

(o) T = 2π√√2lh

a
. 

 
Anschaulich stellt der Direktionsweg 𝑠 mit (𝑚) die Sehne eines Kreises mit dem Radius 𝑙 dar. Da dieser Kreis 
Krümmungskreis für die Ruhelage der Schwingungsbahn ist, muss diese Sehne von einem Kreisbahnpunkt 
in der Ausgangshöhe ℎ zur Ruhelage führen. 
 
Die einfachste Form einer Schwingungsbahn, die sich mit dem Krümmungskreis deckt und eine punktför-
mige Evolute besitzt, ist die des mathematischen Pendels (Abb. 1). Dieses soll darum zuerst behandelt wer-
den. 
 
 
2.1.2. Das mathematische Pendel 
 
Aus Abb. 1 erhält man für den Direktionsweg 𝑠: 
 

s = 2 sin (
φ0

2
) l. 

 
Mit (𝑓) gilt für die maximal rücktreibende Kraft 𝐹R: 
 

𝐹R = (-) 𝑚𝑔 sin φ0. 
 
Die Periodendauer ist mit (𝑎) und (𝑑) daher: 
 

T = 2π√
l

cos (
φ0

2
) g

. 

 
 
2.1.3. Das Zykloidenpendel 
 
Für die gemeine Zykloide (Abb. 2) gilt die Parametergleichung (2): 
 

𝑥 = 𝑎 ( – sin ) und 𝑦 = 𝑎 (cos  – 1). 
 
Für den Krümmungsradius ρ erhält man: 

ρ = 4a sin (


2
). 
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Da die Winkel  von der Ausgangshöhe ℎ zur Ruhelage bei  = π zunehmen bzw. der Sinus von /2 nach 
Überschreiten der Ruhelage zum Umkehrpunkt wieder abnimmt, sind die Voraussetzungen für die Berech-
nung der Periodendauer erfüllt. 
 
Die Ausgangshöhe ist: 

ℎ = 2 𝑎 + 𝑦 = 𝑎 (cos 0 + 1). 
Setzt man ℎ in (𝑚) ein, gilt mit 𝑙 = 4 𝑎: 

s = l√
cos 

0
+ 1

2
cos (


0

2
) l. 

 
Da die Tangentialbeschleunigung 𝑏𝑡 stets senkrecht zum Krümmungsradius ρ wirkt, erhält man für sie: 
 

bt = α cos (


0

2
) g. 

 
Wenn 0 = 0 ist, dann ist 𝑏𝑡 = 𝑔, wenn 0 = π ist, dann ist 𝑏𝑡 = 0. Daher muss der Multiplikator α = 1 sein 
und gelten: 

bt = cos (


0

2
) g. 

 
Mit (𝑜) ergibt sich schließlich für die Periodendauer: 
 

T = 2π√
l

g
. 

 
Dieses wurde durch Huygens schon Jahrhunderte vorher bewiesen. 
 
 
2.1.4. Das Ellipsenpendel 
 
Für die Ellipse (Abb. 3) gilt die Parametergleichung (3): 
 

x2

a2
+

y2

b2
= 1. 

 
Für den Krümmungsradius ρ ergibt sich nach Differentiation (siehe Anhang): 
 

ρ =
(a4-a2x2 + b2x2)3/2

a4b
. 

 
Von der Ruhelage mit 𝑥 = 0 zu den Umkehrpunkten hin nimmt 𝑥 zu, und da 𝑎2 𝑥2 > 𝑏2 𝑥2 ist, verringert sich 
der Krümmungsradius stetig. In der Ruhelage ist ρ daher: 
 

ρ = l =
a2

b
. 

Mit 

y = -b√1-
x2

a2
 

ist die Ausgangshöhe ℎ: 

h = b + y = b (1-√1-
x2

a2
). 

 
Mit (𝑚) ergibt sich daher für den Direktionsweg 𝑠: 
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s = √2a(a-√a2-x2). 

 
Damit ist der Direktionsweg unabhängig von der kleinen Halbachse der Ellipse. 
 
Die Tangentialbeschleunigung 𝑏𝑡 ist (nach Abb. 3): 
 

bt = cos β g =
bxg

√a4-a2x2 + b2x2
. 

 
Mit (𝑜) erhält man für die Periodendauer: 
 

 T = 2π
√√a4-a2x2 + b2x2√2a(a-√a2-x2)

bxg
. 

 
Für 𝑥 = 0 ist die Periodendauer zwar nicht definiert, für sehr kleine 𝑥 gilt jedoch: 
 

T = 2π√
a2

bg
= 2π√

l

g
. 

Für 𝑥 = 𝑎 ergibt sich der Satz: 
 
Die Schwingungsdauer auf einer Ellipse bei maximalem Ausschlag ist unabhängig von der kleinen Halb-
achse. 
 
 
2.2. Versuch zum mathematischen Pendel 
 
Im experimentellen Teil wurde sich aus zeitlichen Gründen auf das mathematische Pendel beschränkt. 
 
Nicht nur das Anfertigen von Evoluten wäre andererseits sehr aufwendig, sondern bei der Zykloiden- bzw. 
Ellipsenschwingung würden sich auch größere Fehlerquellen erschließen. Hierzu gehört die Schwierigkeit, 
das Pendel genau an die Evolute schwingen zu lassen, da schon nach wenigen Schwingungen das Pendel die 
senkrechte Ebene verlässt. Außerdem treten beim Anschwingen und im Lager Impuls- bzw. Reibungskräfte 
auf, die bei großen Amplituden das jeweilige Pendel zum mathematischen Pendel werden lassen. 
 
Letzteres kann daher als Teil für das Ganze betrachtet werden. 
 
 
2.2.1. Versuchsaufbau 
 
Zwei meterlange Stangen werden mit einer dritten und vier Muffen verbunden und symmetrisch durch zwei 
Deckenhaken geschoben. In der Mitte wird zusätzlich ein Winkelmesser und das Lager für den Pendelfaden 
von 1.60 m Länge befestigt. 
 
Eine Luftkissenfahrbahn wird parallel dazu auf dem Labortisch so platziert, dass ihre Mitte sich senkrecht 
unter der Spitze des Winkelmessers befindet. 
 
Ein auf der Mitte platzierter Fahrbahnwagen von 0.2 kg Masse wird durch zwei Federn so eingespannt, dass 
zwischen der Einspannung am Ende des Labortisches und des Wagens eine Direktionsgröße von 2 N/m 
herrscht. 
 
Eine Stoppuhr wird griffbereit von der Ausgangshöhe des Pendels und des Wagens aufgestellt. 
 
Eine Abbildung zum Versuch befindet sich auf dem Titelblatt. Im Anhang sind auch alle verwendeten Geräte 
aufgeführt. 
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2.2.2. Versuchsablauf und Ergebnisse 
 
Zuerst wurde sich von der Unabhängigkeit der Periodendauer von der Pendelmasse überzeugt, indem ein-
mal eine ca. 5 kg schwere Kugel, ein anderes Mal der auf 1 kg Masse beschwerte Fahrbahnwagen am Pen-
delfaden befestigt wurden. Der Unterschied der gemessenen Periodendauern betrug eine hundertstel Se-
kunde auf jede der zehn Perioden. 
 
Bei der Simulation des mathematischen Pendels durch den harmonischen Oszillator betrug die Zeitdiffe-
renz pro Schwingung 0.6 s (Hin- und Hergang) bei zehn Schwingungen und 60° maximaler Auslenkung des 
Pendels. 
 
Zur Berechnung der Masse des harmonischen Oszillators wurde die Formel verwandt: 
 

m =
2l

cos (
φ0

2
) g

. 

 
Letztere kann direkt aus den Periodendauern für die beiden Systeme ermittelt werden. 
 
Hierbei ist die Direktionsgröße 𝐷0 für den Oszillator das Doppelte der gleichgroßen Federkonstanten der 
verwendeten Zugfedern. Die Periodendauer des Oszillators ist daher: 
 

T = 2π√
m

2D
 (4). 

 
Die oben errechnete Periodendauer des mathematischen Pendels ist: 
 

T = 2π√
l

cos (
φ0

2
) g

. 

 
Die Dämpfung des Pendels bei einer Auslenkung von 60° betrug 1°, die des Oszillators 0.01 m bei einer 
Auslenkung von 0.9 m. 
 
Die Messwerte für Ausschläge des mathematischen Pendels von 0° bis 90° sind in Tab. 1 im Anhang aufge-
führt. 
 
 
2.3. Fehlerrechnungen 
 
Die Periodendauer des mathematischen Pendels wurde bisher über das elliptische Integral 
 

∫
d

√1-k2sin2

π
2

0

 

mit 

k = sin (
φ0

2
) 

angegeben (2). 

T = 2π√
l

g
(1 + (

1

2
)

2

k2 + (
1 ∙ 3

2 ∙ 4
)

2

k4 + (
1 ∙ 3 ∙ 5

2 ∙ 4 ∙ 6
)

2

k6 + ⋯ ). 

 
Um einen direkten Vergleich mit der neuen Formel für die Periodendauer: 
 

T = 2π√
l

cos (
φ0

2
) g

. 

 
anstellen zu können, wird der Funktionswert 
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f(φ0) = √
1

cos (
φ0

2
)

 

mit Hilfe der Reihe bei |𝑥| < 1: 
 

(1 + x)p = 1 + px +
p(p-1)x2

1 ∙ 2
+

p(p-1)(p-2)x3

1 ∙ 2 ∙ 3
+ ⋯ (2) 

und der Beziehung: 

f(φ0) =
1

√1-sin2 (
φ0

2
)

4
 

bei 

x = -sin2 (
φ0

2
) = -k2 

in die Vergleichsreihe: 

1 + (
k

2
)

2

+ (
1 ∙ 5

1 ∙ 2
)

2

(
k

2
)

4

+ (
1 ∙ 5 ∙ 9

1 ∙ 2 ∙ 3
)

2

(
k

2
)

6

+ ⋯ 

umgewandelt. 
 
Hieraus ergibt sich, dass die beiden Reihen bis zum ersten quadratischen Glied übereinstimmen. 
 
Teilt man die alte durch die neue Reihe und subtrahiert 1, so ergibt sich die dem Betrag nach kleinere Reihe 
des relativen Fehlers: 

1

64
k4 +

1

64
k6 +

231

16384
k8 + ⋯. 

 
Dividiert man umgekehrt bei gleicher Subtraktion, so ist der relative Fehler größer: 
 

1

64
k4 +

1

64
k6 +

235

16384
k8 + ⋯. 

 
Die Reihe des absoluten Fehlers ergibt sich durch Subtraktion der alten von der neuen Reihe: 
 

1

64
k4 +

5

256
k6 +

335

16384
k8 + ⋯. 

 
Die Werte für ausgesuchte Winkel von 0° bis 90° aller hier aufgeführten Reihen sind im Anhang in Tabellen 
festgehalten. 
 
 
2.4. Diskussion 
 
An dieser Stelle soll einmal über die in der Formel: 
 

T = 2π√√2lh

a
. 

 
auftretenden Proportionalitäten nachgedacht werden. 
 
Zuerst ist festzuhalten, dass der Direktionsweg 𝑠 zu der Beschleunigung 𝑎 der rücktreibenden Kraft 𝐹R nicht 
proportional ist, sondern der in 𝑎 enthaltene Funktionswert 𝑓(0) berücksichtigt werden muss. 
 
Die Länge der Schwingungsbahn wird über den Direktionsweg angeglichen: 
Wenn die Ausgangshöhe ℎ sehr klein ist, wird der zurückzulegende Weg auf der Schwingungsbahn in 𝑦-
Richtung und damit auch die Periodendauer kleiner. 
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Ist die Schwingungsbahn außerdem noch sehr flach, tritt der geringen Ausgangshöhe eine große Pendel-
länge gegenüber, sodass man für die Länge des Direktionsweges ein Mittelmaß erhält, wie es besonders 
deutlich bei maximalen Amplituden des Ellipsenpendels zum Vorschein kommt. 
 
Bei stark gekrümmten Schwingungsbahnen und großen Ausgangshöhen wie beim mathematischen Pendel 
ist die Periodendauer relativ größer. 
 
In der unmittelbaren Nähe der Ruhelage heben sich die Zahlenwerte von Direktionsweg und Beschleuni-
gung auf, sodass der Direktionsweg zur Länge 𝑙 des Pendels und die Beschleunigung zur Normfallbeschleu-
nigung 𝑔 wird. 
 
In der Ruhelage selbst ist die Periodendauer streng genommen nicht definiert, weil dort die Ausgangshöhe 
ℎ und die Beschleunigung 𝑎 Null werden. 
 
Je größer die Beschleunigung 𝑎 ist, desto kleiner ist die Periodendauer, anderenfalls liegen umgekehrte Ver-
hältnisse vor. 
 
Diese Erkenntnisse konnten in dem Versuch zum mathematischen Pendel relativ gut bestätigt werden. 
 
 
3. Schluss 
 
Im Rückblick lässt sich sagen, dass die tatsächliche Vorgangsweise mit der in dieser aus Übersichtlichkeits-
gründen angeführten nicht vollständig übereinstimmt. 
 
So wurde erst das Problem des mathematischen Pendels gelöst und dann eine allgemeine Problemlösung 
aufgestellt. Alle Periodendauern wurden ohne Kenntnis der in der entsprechenden Literatur angegebenen 
Periodendauern berechnet, deren Einsicht wie der Versuch erst Wochen später erfolgte. 
 
Der Rechenweg konnte in der Tat stark vereinfacht und in Bezug auf die Genauigkeit zu dem alten Verfahren 
brauchte die Fehlergrenze von 0,01 bzw. ein Prozent nicht überschritten werden. 
 
Hierbei konnte das Ellipsenpendel nicht miteinbezogen werden, da über dessen Periodendauer keine Lite-
raturangaben gefunden werden konnten. 
 
Höchstwahrscheinlich wird sich die Fehlergrenze jedoch nach oben verlagern, da das mathematische Pen-
del als Spezialfall des Ellipsenpendels, dessen Periodendauer bei gleich langen Halbachsen in die des ma-
thematischen Pendels überführt werden kann, schon eine Abweichung von knapp ein Prozent bei maxima-
ler Amplitude in Bezug auf seine Periodendauer besitzt. 
 
Die Widerspruchslosigkeit der Periodendauer des Zykloidenpendels zu den Literaturangaben ist jedoch ge-
geben. 
 
 
3.1. Kritische Würdigung der Arbeit 
 
Zweifelsohne ist das Evolutenproblem noch nicht vollständig gelöst. Wenn man nicht mehr die Pendellänge 
in Ruhelage voraussetzt, muss unter Umständen doch wieder auf Verfahren der Infinitesimalrechnung und 
Reihenentwicklung zurückgegriffen werden, um eine größere Genauigkeit zu erreichen. 
 
Dazu steht jedoch einerseits das mathematische Pendel, andererseits das Zykloidenpendel im Widerspruch. 
 
Bei ersterem fehlt eine ausgeprägte Evolute trotz Abweichung, bei letzterem existiert keine Abweichung 
trotz des Vorhandenseins einer Evolute. 
 
Somit muss das neue Verfahren als eigenständig gelten. 
 
Eine genauere Klärung des Sachverhalts würden die in dieser Arbeit leider fehlenden Messungen zu weite-
ren Periodendauern als der des mathematischen Pendels liefern. Hierbei sind allerdings sehr hohe Anfor-
derungen an die Messgenauigkeit und den Ablauf der Versuche zu stellen. 
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Insgesamt gesehen erfordert das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren zwar eine gewisse Umstellung in 
der Denkweise, dennoch sollte es aufgrund der erzielten guten Ergebnisse in der Physik seine Anwendung 
finden können. 
 
 
4. Anhang 
Abbildungen 
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Alle Konstruktionen erfolgten mit Hilfe von (9). 
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Nebenrechnungen 
 
Für den Krümmungsradius gilt die allgemeine Formel (3): 
 

ρ =
(ẋ2 + ẏ2)3/2

ẋÿ-ẏẍ
. 

 
Die gemeine Zykloide hat die Parametergleichung (2): 
 

𝑥 = 𝑎 ( – sin ) und 𝑦 = 𝑎 (cos  – 1). 
Für 

(ẋ2 + ẏ2)3/2 
kann man daher 

(a2-2 cos  a2 + cos2  a2 + sin2  a2)3/2 = (2a2-2 cos  a2)3/2 
schreiben. Mit 

ẋÿ-ẏẍ = (a- cos  a)(- cos  a)-(- sin  a) sin  a = a2- cos  a2 
 
gilt somit für den Krümmungsradius ρ: 
 

ρ = 2a√2(1- cos ) = 4a sin (


2
). 

 
Schreibt man bei der Ellipse vorübergehend 𝑥 = sin φ 𝑎 und 
 

y = -b√1-
x2

a2
= cos φ b, 

so ergibt sich: 
ẋÿ-ẏẍ = cos φ a(cos φ b)- sin φ b(-sin φ a) = ab. 

 
Damit ist der Krümmungsradius: 

ρ =
(cos2φa2 + sin2φb2)3/2

ab
. 

 
Hebt man die Umwandlung wieder auf, erhält man nach Erweiterung des Bruches mit 𝑎3 für ρ: 
 

ρ =
(a4-a2x2 + b2x2)3/2

a4b
. 

 
Die Evolute der gemeinen Zykloide ist ebenfalls eine Zykloide mit gleichem 𝑎 (5). 
 
Für die Evolute der Ellipse gilt jedoch (6): 

ξ =
(a2-b2)cos3t

a
. 

und 

η =
(a2-b2)sin3t

b
 

mit 𝑥 = 𝑎 cos 𝑡 und 𝑦 = 𝑏 sin 𝑡. 
 
Um die Tangentialbeschleunigung 𝑏𝑡 der Ellipse berechnen zu können, sind folgende Vorüberlegungen not-
wendig: 

tan γ =
√a2-x2

x
=

q

√a2-x2
. 

Daraus folgt direkt: 

q =
a2-x2

x
. 

Für 
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cos β =
y

√q2 + y2
=

y

√(
a2-x2

x
)

2

+ y2

 

kann man nach Erweitern mit 
ax

√a2-x2
 

schreiben: 

cos β =
bx

√a4-a2x2 + b2x2
. 

 
Um die Formel für die Periodendauer des Ellipsenpendels: 
 

T = 2π
√√a4-a2x2 + b2x2√2a(a-√a2-x2)

bxg
. 

 
in die des mathematischen Pendels umzuwandeln, muss 𝑥 = sin(φ0) 𝑎 und 𝑎 = 𝑏 = 1 gesetzt werden. Somit 
gilt: 

T = 2π
√

a2√2 (1-√1-
x2

a2)

xg
= 2π√

l√2(1-cos(φ0)

sin(φ0)g
. 

Daher ist schließlich: 

T = 2π√
l

cos (
φ0

2
) g

. 
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Versuchsgeräte 
 

2 Tischklemmen für Labortisch mit zwei Halterungen für die Federn 
2 1 m lange Zugfedern mit einer Federkonstanten von ca. 2 N/m und einem Durchmesser von ca. 0,01 m 
1 2 m lange Luftkissenbahn mit Luftregler 
2 Fahrbahnwagen mit Blende und Außenhaken von je 0,2 kg Masse 
1 Kugelmasse von ca. 5 kg Masse 
1 Pendelfaden von höchstens 1,60 m Länge 
1 Stoppuhr 
2 Deckenhaken 
1 Bis zu 2 m ausziehbarer Ständer mit Halterung 
7 Muffen 
7 Stangen mit zweimal 1 m, einmal 0,6 m, zweimal 0,5 m, einmal 0,1 m und einmal 0,2 m Länge als 

Winkelstange 
1 Klemme für Winkelmesser mit Hölzchen 
1 Winkelmesser 
1 Klebeband 

sowie diverse Auflagegewichte 
 
 
Tabellen 
 
Tab. 1 
 
0/° 𝑇exp/s 𝑇thn/s 𝑇tha/s Δ𝑇an/% Δ𝑇aa/% 
90 2,95 3,02 3,00 2,26 1,52 
80 2,87 2,90 2,89 1,02 0,58 
70 2,78 2,80 2,80 0,86 0,61 
60 2,72 2,73 2,72 0,26 0,13 
50 2,65 2,67 2,66 0,60 0,54 
40 2,61 2,62 2,62 0,31 0,29 
30 2,58 2,58 2,58 0,09 0,08 
20 2,55 2,56 2,56 0,29 0,29 
10 2,52 2,54 2,54 0,90 0,90 
5 2,51 2,54 2,54 1,15 1,15 

 
𝑇exp = experimentell ermittelte Periodendauer (Durchschnittswerte) 
 
𝑇thn = theoretische Periodendauer nach dem neuen Verfahren 
 
𝑇tha = theoretische Periodendauer nach dem alten Verfahren 
 
Δ𝑇an = absolute Differenz von 𝑇exp und 𝑇thn mit 𝑇thn als Bezugswert 
 
Δ𝑇aa = absolute Differenz von 𝑇exp und 𝑇tha mit 𝑇tha als Bezugswert 
 
Hierbei sind: 
𝑙 = 1,60 m 
𝑔 = 9,80665 m/s2 
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Tab. 2 
 
0/° 𝑓(𝑇0)n 𝑓(𝑇0)a Δ𝑓(𝑇0)rkl Δ𝑓(𝑇0)rgr Δ𝑓(𝑇0)a 
90 1,18921 1,18034 0,74558 0,75118 0,88665 
80 1,14254 1,13749 0,44214 0,44411 0,50517 
70 1,10489 1,10214 0,24815 0,24877 0,27418 
60 1,07457 1,07318 0,12916 0,12933 0,13879 
50 1,05042 1,04978 0,06045 0,06049 0,06350 
40 1,03159 1,03134 0,02418 0,02418 0,02494 
30 1,01748 1,01741 8*10-3 8*10-3 8*10-3 
20 1,00768 1,00766 1*10-3 1*10-3 1*10-3 
10 1,00191 1,00191 1*10-4 1*10-4 1*10-4 
5 1,00048 1,00048 6*10-6 6*10-6 6*10-6 
4 1,00030 1,00030 3*10-6 2*10-6 2*10-6 
3 1,00017 1,00017 8*10-7 7*10-7 8*10-7 
2 1,00008 1,00008 3*10-7 2*10-7 2*10-7 
1 1,00002 1,00002 2*10-7 1*10-7 1*10-7 
0 1,00000 1,00000 0 0 0 

 
𝑓(𝑇0)n = Funktionswert der Periodendauer des mathematischen Pendels, mit dem die Periodendauer des 
Zykloidenpendels multipliziert werden muss, nach dem neuen Verfahren 
 
𝑓(𝑇0)a = der gleiche nach dem alten Verfahren 
 
Δ𝑓(𝑇0)rkl = kleinere relative Differenz der beiden 
 
Δ𝑓(𝑇0)rgr = größere relative Differenz der beiden 
 
Δ𝑓(𝑇0)a = absolute Differenz der beiden 
 
Hierbei sind alle Δ𝑓(𝑇0)x in Prozent angegeben. 
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Nachtrag: 
 
Heute bin ich natürlich in der Lage die korrekten Periodendauern zu berechnen und den Fehler zu meiner 
Näherungsformel anzugeben. 
 
Es gilt: 

mgh0 = mgh +
1

2
m

ds2

dt2
. 

Mit 𝑥 = 𝑥(𝑡) und 𝑦 = 𝑦(𝑡) gilt: 
 

T = √
8

g
∫ √

1

h0-h
ds

s0

0

= √
8

g
∫ √

1 + y'2

y0-y
dx

x0

0

= √
8

g
∫ √

ẋ2 + ẏ2

y0-y
dt

t0

0

. 

 
Die Näherungsformel lautet: 
 

T = 2π√√2lh

a
= 2π

√
√2(1 + y'(0)2)3/2y0 (1 + y0

' 2
)

gy0
' √y''(0)

= 2π√
√2(ẋ(0)2 + ẏ(0)2)3/2y0(ẋ0

2 + ẏ0
2)

gẏ0√ẋ(0)ÿ(0)-ẏ(0)ẍ(0)
. 

 
Mit 𝑥 = 𝑎 sin φ, 𝑦 = 𝑏 – 𝑏 cos φ, 
 

ds = √dx2 + dy2 = √a2 cos2 φ + b2 sin2 φ dφ, k = sin (
φ0

2
) 

und 

ε2 =
a2-b2

a2
 

gilt für die Näherungsformel und ε2 < 1 

T =
2πa √1-ε2 sin2 φ0

4

√bg cos (
φ0

2
) 

 

die Reihenentwicklung: 
 

T =
2πa

√bg 
{1 +

1

4
k2-ε2k2 +

5

32
k4 +

3

4
ε2k4-

3

2
ε4k4 + O(k6)}. 

 
Für das Ellipsenpendel gilt exakt 

T = √
8a2

bg
∫ √

1-ε2 sin2 φ

cos φ - cos φ0

dφ

φ0

0

 

mit der Reihenentwicklung: 
 

T =
2πa

√bg 
{1 +

1

4
k2-ε2k2 +

9

64
k4 +

3

8
ε2k4-

3

4
ε4k4 + O(k6)}. 

 

Mit dem quadratisch konvergierenden arithmetisch-geometrischen Mittel 𝑀(1, cos (
φ0

2
)) ergibt sich noch 

genauer und für das mathematische Pendel (wegen 𝑎 = 𝑏 bzw. ε = 0) exakt: 
 

T =
2πa

√bg 
{

1

M (1, cos (
φ0

2
))

-ε2k2 +
3

8
(ε2-2ε4)k4 +

5

64
(ε2 + 12ε4-16ε6)k6 + O(ε2k8)}. 
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Universum 
 
Wir können das Universum unendlich n-dimensional bspw. als Würfel, Kugel oder Sphäre auffassen. Hierbei 
kann die maximale Ausdehnung endlich sein, da eine unendliche Unterteilung möglich ist. Der Würfel gibt 
die Homogenität am besten wieder, die Kugel oder die Sphäre die gleichmäßige Ausdehnung in jeder Rich-
tung, ohne bestimmte Richtungen voreinander auszuzeichnen. Homogenität und Krümmung brauchen 
nicht messbar zu sein. 
 
Die n Dimensionen können nicht nur den Raum umfassen, sondern alle endlich oder unendlich skalierten 
Substanzen (s. Bezugstheorie), also insbesondere die Zeit. Gott kann das Universum sehr unterschiedlich 
anordnen. Z. B. können auf einer Kugel um den Südpol die einfachsten Welten liegen und um den Nordpol 
die komplexesten. Zur Veranschaulichung kann eine geeignete Verallgemeinerung der Riemannschen Zah-
lenkugel dienen. 
 
Die Größe des Radius können wir vielleicht in unserer Welt bestimmen, nicht aber allgemein. Kleinste Ein-
heiten einer Substanz wie die Planck-Einheiten mag es in mancher Welt nicht geben. Der Begriff der Unend-
lichkeit ist nicht auf die Zeit fixiert, sondern über die Begriffe Einheit und Maßstab auf jede (messbare) 
Substanz ausdehnbar. Das sukzessive Abtragen einer Einheit an einem Maßstab prädestiniert allerdings 
den Zeitbegriff. 
 
Raumpunkte brauchen weder Form noch Ausdehnung zu haben, sodass sie sich beliebig dicht zusammen-
schieben lassen. Sie sind dennoch etwas und können Abstände mit nichts dazwischen haben. Es ist unsere 
Anschauung, die das Dazwischenliegende ausfüllen kann und Ausdehnung verleiht. Analoges gilt für alle 
anderen Substanzen: Auf dieselben Substanzen lassen sich unterschiedliche Gesetze bzw. (gesetzlose) Frei-
heiten anwenden. 
 
Deren Zuordnungen zu uns ergeben unterschiedliche Erlebnis- bzw. Parallelwelten für uns. Dies führt zu 
einem sogenannten Durchdringungsmodell. Es ist wichtig, dass Gott die (Natur-) Gesetze angemessen 
macht. Dies gilt insbesondere für chaotische oder stark inhomogene Welten und solche mit mehreren Zeit-
achsen. Bezüge helfen unendliche Entfernungen zu überwinden. Jedes Geschöpf hat eine Welt im Universum 
gemäß seinem Karma verdient. 
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