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Einleitung

Was ist das Ziel dieser Homepage?

Diese Homepage ist Ergebnis meiner eigenstindigen Uberlegungen in Informatik, Mathematik, Musik und
Physik. Die Ideen stammen vermutlich vielfach von Gott, wofiir ich mich durch verschiedene Aktionen au-
erordentlich dankbar gezeigt habe. Die Gedanken und erzielten Forschungsergebnisse sollen einen mog-
lichst breiten Personenkreis ansprechen. Die einzelnen Webseiten sind meistens eher kurz gehalten.

Zitate aus fremden Quellen fehlen weitgehend. Sollte es eine wesentliche Uberlegung schon vor dieser Ver-
offentlichung gegeben haben, so werde ich auf Mitteilung hin entsprechende Zitate einfiigen. Es ist aber ein
Literaturverzeichnis angegeben, das fast vollstindig die in meinem Besitz befindliche Literatur beinhaltet,
um fiir das Verstandnis hilfreiche Quellen offenzulegen und Méglichkeiten zur Vertiefung anzubieten.

Der Informatikteil stellt unter theoretische Informatik das schnelle Sortierverfahren Bitsort vor. Das Hal-
teproblem wird neu positiv beantwortet und das P-NP-Problem geldst. Kenntnisse eines Informatikstudi-
ums sind hilfreich. Funkrechnen ermdéglicht durch gleichzeitiges Funken auf verschiedenen Frequenzen pa-
ralleles Rechnen durch parallele Kommunikation jeder Speicherzelle mit jeder anderen.

Programmieren mit Pfeil stellt eine zukiinftige schnelle, mehrdimensionale und relationale Programmier-
sprache vor, die Programmierern deutlich ihre Arbeit mithilfe von Bots erleichtern soll, die das Internet
absuchen. Internet und Co erldutert, welche Rolle das Internet zukiinftig spielen, wozu das Multifunktions-
gerat Band dienen und was fiir Transport und Maschinen gelten konnte.

Die Mathematik widmet sich der euklidischen Geometrie, dem gerechten Verteilen, der Nichtstandardana-
lysis, der linearen Optimierung, unendlichen Mengen, der Topologie, der Zahlentheorie und der Zeitrech-
nung. Die Mengenlehre klart, wie viele Elemente wichtige (un)endliche Mengen haben. Die Nichtstandar-
danalysis bietet neue Definitionen und (liberarbeitete) Satze, um genauere und bessere mathematische
Aussagen zu erhalten.

Sie 16st das Mafdproblem. In der Topologie wird der (einfache) Zusammenhang von Mengen neu definiert.
Die euklidische Geometrie stellt einige Axiome und Sitze infrage. Die lineare Optimierung beweist den
Durchmessersatz fiir Polytope und stellt dem Simplexverfahren mit einer neuen Perturbationsmethode das
meist polynomielle Intexverfahren gegeniiber. Die Ratschlage beinhalten Ergebnisse aus meiner mathemati-
schen Erfahrung.

Die Zahlentheorie gibt notwendige und hinreichende Kriterien sowie neue Beispiele fiir die transzendenten
Zahlen an. Sie befasst sich mit der Littlewood- und der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung. Die
Zeitrechnung stellt einen Kalender vor, dem das Achtersystem zugrunde liegt, und gibt Beispiele zu dessen
Anwendung auf Langenangaben. Das Verstandnis einiger Zusammenhange erfordert Kenntnisse eines Ma-
thematikstudiums.

Die Musik ist ausgelagert auf https://de.boris-haase.de/mus.

Die Physik geht theoretisch bzw. experimentell zwei neuen Universumsmodellen sowie im Rahmen von
Jugend forscht 1983 den Periodendauern ausgesuchter Schwingungen von Massenpunkten in der Ebene
nach, fiir die Naherungsformeln anhand von Kriimmungsradius, Ausgangshohe und riicktreibender Kraft
ohne Integration angegeben werden. Zum Verstiandnis ist ein Studium von Mathematik oder Physik hilf-
reich.

Die Sitemap enthélt auch eine Anderungshistorie; die Definitionen und das Glossar fithren nur neue oder
anders als iiblich verwendete Ausdriicke auf. Und nun viel Vergniigen mit meiner Homepage!

(Es kommt nicht auf die Bilder und Animationen an: Von den Texten soll Ruhe ausgehen.)
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Fragen und Antworten

Was folgt aus dem verschérften Primzahlsatz?
Er 16st die vielen Probleme, die sich aus der ungiiltigen (allgemeinen) Riemannschen Vermutung ergeben.
Was bedeutet die Losung des Maf3problems?

Jede Menge wird messbar. Die Mafdtheorie kann auf o-Algebren und Nullmengen verzichten und ist insge-
samt einfacher.

Was leistet das Zentrumsverfahren?

Es 16st lineare (Un-) Gleichungen und berechnet Eigenwerte und -vektoren in quadratischer Zeit.
Was bedeutet die Losung des P-NP-Problems?

Alle (endlichen) nicht-deterministischen Probleme kénnen deterministisch geldst werden.

Was folgt aus der Gleichheit von offen und abgeschlossen?

Die Topologie wird einfacher: Beide stellen tiberfliissige Begriffe dar.

Welchen Vorteil bieten mittendliche Zahlen?

Sie schliefen kontinuierlich den abrupten Ubergang von endlichen zu unendlichen Zahlen.

Was leistet die neue Definition der transzendenten Zahlen?

Sie erlaubt sich auf (unendlich) rationale Zahlen zu beschrianken und vereinfacht die Theorie.
Welche besondere Rolle spielen die natiirlichen Zahlen?

Sie bilden die Basis fiir das Zahlen der Elemente aller existierenden Mengen.

Was bewirken die neuen Operatoren pra und post?

Sie gestatten in der Analysis mit unregelméafiigen Abstdnden zu arbeiten und vereinfachen sie sehr.
Welche Rolle spielt das exakte Integral?

Es ist einfacher, genauer und allgemeiner giiltig als die bisherigen Integral-Definitionen.
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Informatik

Unter Internet und Co werden einige Aspekte des kiinftigen Internets behandelt: Wie konnen Priifungen
mithilfe des Internets durchgefiihrt werden? Wie kann eine jedem Menschen eindeutig zugeordnete (Num-
mer der) Identifikation, die ID, im Zusammenhang mit dem Internet sinnvoll verwendet werden? Welche
Arten von Inhalten wird es im Internet geben? Wie kénnen Informationsbenutzerprofile Suchprozesse im
Internet vereinfachen?

Welche Aufgaben kénnte ein Multifunktionsgerat namens Band erfiillen? Was kann moderne Kleidung (fiir
Taubblinde) leisten? Wie lasst sich virtuelle Realitdt realisieren (in Riumen und im Gehirn)? Wie kénnen
Waren in Zukunft schnell transportiert werden? Welche Konsequenzen ergeben sich fiir Berufe in der Zu-
kunft? Was muss bei intelligenten Maschinen kiinftig beachtet werden?

Programmieren mit Pfeil stellt eine zukiinftige schnelle, mehrdimensionale und relationale Programmier-
sprache vor, die Programmierern deutlich ihre Arbeit erleichtern soll, indem sie mithilfe von Bots das In-
ternet absucht und Programme in andere Programmiersprachen umsetzt, die fiir die individuelle Problem-
stellung besonders geeignet sind, und automatisiert und zertifiziert beweist und optimiert.

Unter Theoretische Informatik wird ein O(1)-Sortieralgorithmus fiir nicht beschrankte Hardware vorge-
stellt. Die Organisation der Speicherplatze als Binarbaum ermoglicht bei n nacheinander gelesenen Einga-
bewerten das O(n)-Verfahren Bitsort. Das Minimal- bzw. Maximalgeriist eines Graphen mit n Knoten wird
in O(log n) berechnet. Das Halteproblem wird neu positiv beantwortet und das P-NP-Problem gelost.

Funkrechnen ermoglicht beim gleichzeitigen Funken auf verschiedenen Frequenzen paralleles Rechnen
durch parallele Kommunikation jeder Speicherzelle mit jeder anderen. Damit lassen sich n Werte in 0(1)
sortieren, die Indizierung von Datenbanktabellen kann weitgehend entfallen. Vernetzung und Cloud Com-
puting l6sen mit Funktechnik diverse Probleme deutlich schneller als bisher.

Der Superrechner verfiigt iiber besonders schnelle Zahlleitungen, die bei der Addition bitweise eingesetzt
und von Teilchen wie Photonen oder Elektronen in einem geeigneten Medium durchflossen werden. Sein
hierarchischer Speicher erméglicht schnelle Vergleiche und ist als Speicherkugel organisiert, die virtuell ein
Speicherwiirfel ist und in deren austauschbaren Zentrum sich die Wurzeln befinden.

Alle Probleme einer beliebigen (hoheren) Welt lassen sich auf einen Schlag 16sen, indem aus allen mogli-
chen Losungen die den Losungskriterien geniigenden unter Festhalten der Losungsbildungen durch (ver-
gleichendes) Sortieren herausgesucht werden. Die Godelisierung macht substanzielle Vergleiche weitge-
hend entbehrlich. Folglich sind fiir Gott alle Probleme in derselben Komplexitatsklasse O(1).

Um die Bildung aller Moglichkeiten kommt Gott nicht herum, da entscheidende Probleme irreduzibel hin-
sichtlich der Komplexitat sind. Fiir unsere (endliche) Welt bedeutet dies, dass in ihr entscheidende Prob-
leme nicht 16sbar sind. Das bedeutet jedoch nicht, dass wir die fiir uns wichtigen Probleme nicht 16sen kén-
nen, sondern nur, dass wir nicht alle wissenschaftlichen Fragen beantworten kénnen.

Satz: Alle Probleme einer endlichen Welt kdnnen in O(1) geldst werden.
Beweis: Bedingungen werden tiberpriift, indem wir den kompletten Losungsraum in die Bedingungen auf
einmal einsetzen, ggf. durch Parallelverarbeitung. Berechnungen werden beschleunigt, indem wir Rechen-

schritte zusammenfassen. Fortgesetztes Zusammenfassen liefert einen Gesamtrechenschritt. Daraus folgt
die Behauptung, da sich jeder endliche Losungsraum ebenso in einem Schritt aufbauen lasst.
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Funkrechnen

Wie kann eine Speicherzelle mit moglichst vielen anderen durch Funkbausteine auf unterschiedlichen Fre-
quenzen kommunizieren, um paralleles Rechnen zu unterstiitzen? Wie kann dadurch Sortieren von n Wer-
ten in O(n log n) auf O(1) verbessert und damit die Indizierung von Tabellen in Datenbanken iiberfliissig
werden?

Sendet jeder Funkbaustein (gleichzeitig) auf der Frequenz, die einem Wert der zugehorigen Speicherzelle
entspricht, der in das kleinste positive natiirliche und fiir alle Werte giiltige Intervall transformiert wurde,
dann empfangen die Gegenstellen diese neuen Werte in O(1) sortiert und kénnen sie in O(n) ausgeben. Dies
erfordert eine hierarchische Organisation als Binarbaum. Hierbei sendet erst der 0-Knoten und dann der 1-
Knoten an den iibergeordneten Knoten.

Ist der iibergeordnete Knoten noch nicht besetzt, speichert er den Wert des 0-Knotens. Fiir jeden weiteren
freien libergeordneten Knoten wird entsprechend verfahren und der 1-Knoten nachgezogen. Dies kann in
insgesamt O(log n) geschehen und ermdglicht damit eine Ausgabe aller Knoten durch Traversieren des so
entstandenen Bindrbaums in O(n). Das Anhangen einer Reihenfolgezahl in O(n) macht gleiche Werte zuerst
verschieden.

Die Funkstrecken hangen nur von der Grofde der Funkbausteine ab und der Funk darf von aufen nicht ge-
stort werden. Hier bieten sich schwache (ggf. abgeschirmte) Signale und ein vorgegebener Frequenzbereich
an. Evtl. ist erst eine Realisierung in Rechenzentren vorzusehen, solange die Funkbausteine noch relativ
grof3 sind. Da z. B. Cloud Computing zunimmt, stellt dies aber kein grofies Problem dar.

Bei weniger Frequenzen als zu libertragenden Werten nutzen wir (optischen) Richtfunk oder verdoppeln
die Anzahl der Sendedurchlaufe fiir jedes weitere Bit. Sind die Frequenzwerte kleiner als die zu iibertragen-
den Werte, so ist fiir jede Ubersteigung um einen weiteren Frequenzbereich ein weiterer Sendedurchlauf
fiir das Nachsortieren erforderlich. Ggf. sind fiir zusatzlich auftretende Werte Uberlaufbereiche sinnvoll -
etwa fiir Tabellenabfragen.

Ordnen wir die Funkbausteine in einer geraden Linie an und legen jeweils zwei dieser Linien kreuzweise
libereinander, so kénnen sie ohne Uberschneidung senden, wenn sie gegeniiberliegend befestigt werden.
Dann kommen wir mit einer oder wenigen Frequenzen aus. In einer Abfrage lassen sich so k + 1 Tabellen
in O(1) stattin O(n logk n) verkniipfen. Allerdings setzt die Notwendigkeit einer seriellen Abarbeitung dem
parallelen (Funk-) Rechnen Grenzen.

Die Funktechnik kann auch benutzt werden, um paralleles Senden an parallele Addierwerke zu realisieren
oder andere (lineare) Rechenoperationen wie etwa Vergleiche umzusetzen. Im Verbund lasst sich in Ver-
bindung mit Netzwerken und schneller Datentiibertragung (z. B. DSL) parallel rechnen - etwa um (lineare)
Optimierungsaufgaben in linearer Zeit zu l6sen. Auch assoziative Probleme lassen sich so parallel l6sen -
evtl. besser als im Gehirn.
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Internet und Co

Priifungen

Die Gewahrleistung der Authentizitit von Informationen erfordert geeignete Sicherungsmechanismen -
etwa bei Priifungen. Die Authentifizierung kann iiber biometrische Verfahren erfolgen. Als absehbar einzige
preiswerte Losungen eignen sich iiberwachte Computer. Uniiberwachte Computer lassen sich leicht tiber-
listen, da Mensch wie Computer unerwiinschte Informationen einschleusen kénnen.

Die iiberwachten Computer miissen in der Lage sein, mitgebrachte erlaubte Zusatzinformationen als solche
zu erkennen, zu speichern und zur Nutzung anzuzeigen sowie den Zugang zum Internet gezielt zu unterbin-
den bzw. zu kanalisieren. Hierzu sind sowohl geeignete Standards als auch intelligente Uberpriifungsme-
thoden zu entwickeln, wenn wir einen gewissen Komfort erreichen wollen.

Eine einfache Mdglichkeit besteht darin, die erlaubten URLs fiir den Browser vorzugeben. Automatische
Bilderkennungsverfahren, die unerwiinschte Seiten herausfiltern kdnnen sollen, eignen sich nicht, da sich
ggf. verschliisselte Seiten evtl. nur aufwandig entschliisseln lassen. Somit kommen nur Seiten in Frage, die
eine feste unbestechliche Autorschaft und keine verborgenen Bereiche aufweisen.

Eine zuverlassige Kontrolle kann nur dann gewéhrleistet werden, wenn die Manipulation der Zuordnung
von URL und Inhalt unmdglich ist (Vorsicht bei generischen URLs!). Geeignete Passworter konnen mitge-
brachte und vor der Priifung entschliisselte Zusatzinformationen (Priifung im Internet) schiitzen. Das
Customising der Programme fiir die Zusatzinformationen darf nicht zu viel Zeit beanspruchen.

Hierzu sollten sich Profile der Programme passwortgeschiitzt sicher speichern lassen, die dann nur noch
einzulesen sind (setzt eine entsprechende Umsetzung der Programme voraus). Sollte sich das Internet so
weit entwickeln, dass dort jedes Programm abrufbar ist, entfillt dieses Problem. Da Spezialkenntnisse in
der Regel auch durch Spezialprogramme zu priifen sind, handelt es sich um etwas Wiinschenswertes.

Nicht iiber das Internet aufrufbare Programme lassen sich evtl. iiber geeignete kontrollierte Remoteverbin-
dungen aufrufen, wobei Geschwindigkeit kein Problem ist. Schwieriger wird es, wenn die Priifungssituation
spezielle Hardware erfordert (z. B. in der Chirurgie). Es wird immer Priifungen geben, die an einen be-
stimmten Ort gebunden sind. Die meisten sind jedoch an Standardgeréaten realisierbar.

Um Kenntnisse aus gewissen Zeitraumen abzufragen, bietet sich ein von den Priiflingen zeitgleich zu beant-
wortender Fragebogen an, der zu verschiedenen Zeitpunkten variiert. Fiir das Bestehen kann ein pro Be-
reich evtl. unterschiedlicher Prozentsatz an richtigen Antworten gefordert werden. Multiple-Choice-Fragen
erleichtern die Auswertung am Computer, solange die Spracherkennung Mangel aufweist.

Bei Priifungen per Internet kann das automatisch ausgewertete Ergebnis unmittelbar nach Priifungsende
bekanntgegeben werden. Die Priifungsmoéglichkeiten und -gerechtigkeit setzen irgendwann das Internet
voraus: Niemand kann zugemutet werden alles benotigte Wissen im Gedachtnis gespeichert zu haben. Die
unersetzliche Leistung des Menschen liegt im kreativen und Informationen verkniipfenden Bereich.

Der Schutz der Personlichkeit des Priiflings kann anonymisierte Priifungen im Internet erfordern. Hierzu
sollte die Priifstelle im Internet Signaturen anbieten, mit denen sich der Priifling nachtraglich authentifizie-
ren kann. Ferner sollte die Priifstelle anonyme (temporare) Emailkonten zum Einsehen des Priifungsergeb-
nisses durch den Priifling mithilfe von Signatur und Passwort anbieten.

Email

Abstimmungen im Internet sind ebenfalls leicht méglich, wenn die Identitdt der Abstimmenden eindeutig
geklart werden kann. Jeder Mensch sollte bei Geburt ein kostenloses Emailkonto zugewiesen bekommen,
an das alle Emails gesendet werden, die einer eindeutigen Authentifizierung bediirfen. Dieses Emailkonto
hatte nach Sicherheitsaspekten sogar einen hoheren Status als der Briefkasten.

Es konnte bis in das frithe Kindesalter von den Erziehungsberechtigten (mit-)verwaltet werden. Dazu
miisste jeder Mensch im Bedarfsfall Internetzugang haben (ggf. in 6ffentlichen Behdrden). Dort kénnte all
denjenigen bei der Bedienung geholfen werden, die damit Probleme haben. Die Bedienung muss in Zukunft
sprachgesteuert mdglich sein, ohne dass eine Tastatur verwendet werden muss.
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Jedem Menschen sollte ferner bei Geburt eine weltweit eindeutige (Nummer der) Identifikation erhalten,
die sich wie ein Name aussprechen lasst (s. Linguistik) und als solcher offiziell dient. Diese ID dient auch als
Unterschrift und Signatur fiir wichtige Dokumente. Ihre eindeutige Generierung aus unveranderlichen bio-
metrischen Daten ist iiberlegenswert. Einfacher ist die Abfrage in einer sicheren Datenbank.

Die konsequente Verwendung der ID ermoglicht das schnelle und zuverlassige Auffinden bestimmter In-
halte iiber die eigene Person im Internet. Mit zunehmender Verbesserung von Spamfiltern kann das bei
Geburt vergebene Emailkonto eindeutig und fiir jede Person ermittelbar an die ID gekoppelt werden: z. B.
[[D]@mail.world. Jedem Menschen sollte kostenloser Webspace zur Verfiigung stehen.

Inhalte

Letzterer sollte z. B. unter www.[ID].net.world erreichbar und frei von unerwiinschten Inhalten sein. Hier-
tiber wachen von der kiinftigen Weltregierung bestellte Administratorinnen. Jede Darstellung sollte aus
Griinden der Verstindlichkeit auch in der kiinftigen Weltsprache vorliegen. Fiir den offiziellen Teil kann ein
verbindliches Profil vorgeschrieben werden. Auf einwandfreie Homepages darf verlinkt werden.

Personen, die keine eigenen Inhalte einstellen wollen, sind durch Minimalinhalte vertreten, wie sie z. B. in
einem Personalausweis zu finden sind. Jeder Mensch ist iiber seine gespeicherten Daten und deren Ort auf-
zuklaren. Bei der Erstellung eigener Inhalte sind die Behérden im Rahmen ihrer Moéglichkeiten behilflich.
Die Erfassbarkeit durch einen einheitlichen Fragebogen bestimmt den einforderbaren Inhalt.

Den Umfang der Minimalinhalte legt ein weltweit giiltiges Gesetz fest. So ist z. B. eine Beschrankung auf
Veroffentlichung von ID und Nationalitdt denkbar. Da die Nationalitdt in Zukunft angesichts der Weltbiir-
gergesellschaft eine immer geringere Rolle spielt, ist durchaus vorstellbar, dass das Gesetz nur die ID als
verdffentlichungspflichtig ansieht. Wir wissen dann nur, dass es diese ID gibt, aber nicht mehr.

Der Gleichheitsgrundsatz greift hier nicht, da jeder Mensch den Umfang seiner Darstellung in der Offent-
lichkeit selbst bestimmen darf. Die Behorden diirfen zur Wahrnehmung ihrer Pflichten wesentlich mehr
Daten zu einer ID speichern. Jeder Mensch kann nur im Rahmen der giiltigen Gesetze verlangen die iiber
ihn gespeicherten Daten einzusehen. Hinreichender Datenschutz ist immer zu gewéhrleisten.

Wer Daten auf www.[ID].net.world verdffentlicht, erteilt ausdriicklich seine Zustimmung zu ihrer Verwen-
dung fiir alle legalen Zwecke. Dies schlief3t insbesondere die automatisierte Verarbeitung ein. Jeder Mensch
ist dariiber aufzuklaren, was mit seinen Daten theoretisch und praktisch geschehen kann. Somit erhalt er
dariiber ein umfassendes Bild und kann die Tragweite seiner Entscheidungen erkennen.

Das Recht auf freie Selbstdarstellung schliefst ein, dass die veroffentlichten Daten nicht wahrheitsgemaf3
sein miissen. Dies sollte allen Menschen klar sein. Niemand kann eine Richtigstellung verlangen. Auch kann
niemand verlangen, dass jemand die wahrheitsgeméafien, an anderer Stelle ver6ffentlichten Daten korri-
giert, wenn dadurch die Personlichkeitsrechte der Beschriebenen nicht verletzt werden.

Eine Person des o6ffentlichen Lebens kann sich in geringerem Umfang gegen Darstellungen ihrer selbst weh-
ren, da das berechtigte Interesse der Offentlichkeit mit ihren Personlichkeitsrechten konfligieren kann. Ein
Kern der Personlichkeitsrechte bleibt aber immer unverletzbar, da die Wiirde des Menschen gewahrt blei-
ben muss. Naheres regeln die Gesetze der Weltregierung und soll hier nicht Gegenstand sein.

Eine Person darf unwahren Behauptungen iiber Tatsachen zu ihr mit einer Gegendarstellung begegnen.
Diese ist auch im Internet unabhéngig von ihrem Wahrheitsgehalt zu ver6ffentlichen. Es spielt dabei keine
Rolle, wie oft die Homepage aufgerufen wird. Wird die Darstellung hinreichend korrigiert oder zuriickge-
zogen, erlischt das Recht auf Verdffentlichung der Gegendarstellung.

Die Veroffentlichungsfreiheit erlaubt, dass Veroffentlichungen iiber eine beschriebene Person dieser nicht
angezeigt werden miissen, da sie das Internet aufgrund ihrer ID nach Darstellungen ihrer Person leicht
selbst durchsuchen kann. Méchte diese Person bekanntermafien dariiber informiert werden, so sollte die-
sem Wunsch durch Mailen an ihre Wunschemailadresse entsprochen werden. Das ist kein Aufwand!

Internetempfang sollte auch mobil méglich sein: iiber Satelliten oder hinreichend dicht verteilte Hotspots
o. 4. Die Steuerung des Internets sollte liber Sprache (Headset), Datenhandschuh bzw. Augenbewegungen
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moglich sein. Den Monitor ersetzt eine halbtransparent zu schaltende Datenbrille (mit Prompter) mit evtl.
unterschiedlichen Inhalten fiir jedes Auge - auch mit 3D-Darstellungen desselben Inhalts.

Im Internet kdnnen wir fiir uns oder andere Rundfunksendungen kiinftig selbst zusammenstellen. Wir kon-
nen uns gezielt Nachrichten (von einer weiblichen, mannlichen oder Kinderstimme) vorlesen lassen. Hier-
bei lasst sich die Stimme (etwa des Ehepartners) gezielt auswahlen. Dies gilt auch fiir Musikstiicke oder
Pools. Die Kosten entsprechen in etwa denen von Horfunk bzw. Fernsehen.

Fremde Programme kdnnen mit eigenen Sendungen kombiniert werden (Live-Schaltungen mit Mikrofon
bzw. Webcam). Beispiele sind eigene Konzerte oder Schauspielauffithrungen, Kunstausstellungen mit vir-
tuellen Rundgédngen und Erlauterungen, (gemeinsames) Karaoke, Werbesendungen fiir eigene Produkte,
Workshops oder Konferenzschaltungen. Die Zukunft ist fast tiberall multimedial.

Die Entwicklung der Spracherkennung und der Ubersetzungsprogramme macht bei sich verzégernder Ein-
fithrung der weltweit einheitlichen Plansprache automatische Simultaniibersetzungen iiber Internet vor-
stellbar. Je intelligenter die Programme sind, desto eher kdnnen sie Sprechfehler korrigieren und wenn no-
tig Erlduterungen einflechten. Internetusern bleibt vorbehalten, was sie zulassen oder initiieren.

Um Suchprozesse zu vereinfachen, wird die bestehende Idee der Crawler um (standardisierte) Informa-
tionsuserprofile erweitert. Letztere legen Userwiinsche an eine Seite fest, auf die dann jede Seite durch ent-
sprechende Abfragen eingehen kann, indem sie fast ausschliefilich die gewtiinschten Inhalte anzeigt. Hierzu
konnte z. B. die Programmiersprache PHP bzw. der Browser erweitert werden.

Fiir Webseiteninhalte waren dann intelligent Kategorien zu bilden, die sich abfragen lief3en. Der Browser
sollte in der Lage sein Inhalte, die iber mehrere Seiten verstreut sind, auf einer Seite zusammenzufassen,
um eine Ubersichtliche Darstellung zu erhalten. Konzepte der Ontologie sollten sinnvoll einbezogen werden
(z. B. Uber Begriffe formulierte Abfrageregeln, die Browser bzw. PHP dann auswerten).

Die Vorteile dieses Vorgehens bestehen in der freien Festlegung von Kategorien, die nicht in der Seite vor-
kommen miissen und auch aus ganzen Sitzen bestehen kdnnen, und von evtl. komplexen Regeln, ohne die
Suchzeit erheblich zu verlangern. Da Abfragen auf Suchen in (sortierten) Daten beruhen, sind letztere evtl.
so abzulegen, wie es Theoretische Informatik und Bezugstheorie vorschlagen.

Band, Kleidung und virtuelle Realitat

Tragbare Computer kénnen mit dem sogenannten Band verbunden sein, das als Multifunktionsgerat mit
integriertem einfachen Computer der Authentifizierung dient, wie eine Uhr getragen wird und deren Funk-
tionen einschliefdlich Display-, Telefon- und Schliisselfunktion iibernimmt. Fast alle Funktionen des Bandes
lassen sich durch Sprache oder Beriihrung jederzeit aktivieren oder deaktivieren.

Es funktioniert auch ohne Computeranbindung und ersetzt einen implantierten Chip. Wird es abgelegt, 1dst
nach einer vorgebbaren Zeitspanne ein Alarm aus, wenn es nicht wieder in einer gewissen Weise aktiviert
wird. Bestimmte Funktionen sollten beim Ablegen des Bandes aus Sicherheitsgriinden immer deaktiviert
sein. Der Alarm kann den integrierten Sender Nachrichten an Sicherheitskrafte senden lassen.

Wir kénnen das Band auch per Black-Box-Funktion so einstellen, dass eine Aufzeichnung des Geschehens
der letzten Stunden um uns herum erfolgt, die bei Eintreten eines Alarms oder auf unseren Wunsch hin
versendet wird. Damit Kriminelle den Ubertragungsprozess nicht stoppen kénnen, bietet sich eine laufende
und hinreichend schnelle (verschliisselte) Ubertragung an einen sicheren Computer an.

Da unsere Koordinaten ebenfalls iibertragen werden, ist der letzte Aufenthaltsort vor einer eventuellen
Entfiihrung immer bekannt. Versionen des Bandes lassen sich auch als elektronische Fesseln einsetzen. Wir
sollten uns genau iiberlegen, welche Funktionen des Bandes aktiviert oder deaktiviert sind, da viele Riick-
schliisse auf unser Verhalten méglich sind - sei die Ubertragung auch noch so sicher.

Moderne Kleidung kann auch zur Ubertragung von Informationen dienen: So kann die Kérperoberflache
Muster unterschiedlichen Drucks oder unterschiedlicher Temperaturen aufnehmen. Damit werden Bilder
und Sprache leicht an Taubblinde tibertragbar. Ist das Kleidungsstiick mit einem Entfernungsmessgerét o-
der entsprechender Bilderkennungssoftware verbunden, kann sogar der Blindenstock entfallen.
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Die Verbindung des Kleidungsstiicks mit anderen Messgeraten ermdoglicht die unaufféllige Auswertung von
Schadstoffkonzentrationen, Magnetfeldern und allem anderen, was als skalierte Substanz messbar ist bzw.
von Programmen ausgewertet werden kann (z. B. Schwankungen in der Stimme oder der Haut oder des
Blickkontakts des Gegentibers, die Hinweise auf bestimmte emotionale Zustande geben kénnen).

Ist das Kleidungsstiick programmierbar (mit Eingaben iiber Stimme, Beriihrung oder Auswertung der Blick-
richtung), lassen sich die Messgrofien einfach wechseln, was immer wir messen wollen. Eine Verbindung
mit Internet und Datenbanken erhéht das Informationsangebot noch einmal. Allerdings diirften auch die
Preise mit den Anforderungen steigen - und bei hoher Stiickzahl wieder fallen.

Der Weg zur virtuellen Realitdt kann in Raumen (CAVE) neben Projektionsverfahren auf geeignet beschich-
tete Oberflachen auch iiber programmierbare und steuerbare (s. 0.) Tapeten fithren. Hierbei ermittelt ein
Rechner das zu projizierende Bild bei im Raum vorhandenen Gegenstanden (Verzerrungsausgleich). Es las-
sen sich sogar 3D-Effekte erzielen (hohere Dimensionen als Projektion).

Die Raumflachen konnen fiir unterschiedliche Inhalte aufgeteilt und einzeln angesprochen werden. Die ein-
geschrankte Fahigkeit des Menschen zur Parallelverarbeitung setzt dabei allerdings Grenzen. Solange er
kein Cyborg ist, bleibt er auf Rechnerhilfe angewiesen. Direkte Einflussnahme auf das Gehirn ist deswegen
so reizvoll, da Eindriicke nicht materiell (Sinnesorgane) vermittelt werden miissen.

Transport und Maschinen

Fiir die schnelle und zuverldssige Warenauslieferung ab Lagern und Sammelstellen, eignen sich z. T. unter-
irdische Schnellverbindungen. Das Warenvolumen betragt hochstens 0,125 Kubikmeter (0,5 m)3, grofiere
Waren miissen evtl. langsamer transportiert werden. Computer berechnen eine optimale Netzauslastung
und Kollisionsvermeidung. Sie informieren das Technikpersonal iiber aufgetretene Staus.

Transportart konnte bspw. Magnetschwebetechnik in Kombination mit Vakuumtunneln sein. Die Waren
konnen an gut erreichbaren Versandstellen abgeholt und aufgegeben werden. Ein Transport (mit einer an-
deren Technik) bis in die Haushalte ist vorstellbar. An den Sammelstellen kénnen z. B. Nahrungsmittel zent-
ral zubereitet werden. Die Zentralisierung erfiillt auch ausgefallene Wiinsche.

Die einzelnen Behalter fiir den Transport konnen stromlinienférmig sein. Integrierte Chips steuern das un-
bemannte System. Zwischen Bestellung und Auslieferung vergehen nur wenige Minuten. Die Transportge-
bithren betragen bei gut gefiillten Behaltern einen Bruchteil des Warenwerts: Autofahren sollte teurer sein.
Viele Berufe von heute werden Roboter oder Computer iibernehmen.

Der Mensch bleibt nur gefragt, wo komplizierte Gesprache mit Menschen anfallen, wo kreative Leistung,
jahrelange Erfahrung und Spezialkenntnisse gefragt sind und wo komplex organisiert und koordiniert wer-
den muss. Korperliche Arbeit und alles, wofiir sich Regeln aufstellen lassen, ist anféllig fiir Ersatz. Unsere
Welt wird mit deutlich weniger Menschen bei stark steigenden Bediirfnissen zu verwalten sein.

Mensch und Maschine werden sich immer dhnlicher, bis sie verschmelzen. Der Mensch wird sterben, wenn
er es will: um in die Folgewelt zu gelangen - zu einem Zeitpunkt, den er gewahlt hat. Tédliche Ungliicke
werden weiterhin auftreten - aber seltener. Es wird sich die Frage nach der Herrschaft der Maschinen stel-
len: hierzu wird der Mensch allerdings eine Losung finden miissen oder er geht unter.

Eine Losung heiflt Kontrolle und Uberwachung. Programme miissen die Informationen in einer Maschine
standig tiberpriifen. Bestimmte Funktionen diirfen dort nicht deaktiviert werden, ohne dass die Maschine
selbst deaktiviert wird. Damit geht in bestimmten Bereichen ein Kodierungsverbot einher. Alternativ muss
eine Kodierung von bestimmten Programmen simultan dekodiert werden kénnen.

Maschinen benétigen eine zentrale, falschungssichere und turnusmafiig zu erneuernde Zulassung, die sich
jederzeit iiberpriifen lisst - wie der Gesamtstatus der Maschine. Einfachere Uberpriifungen miissen durch
BesitzerInnen und Polizei moglich sein, komplexere diirften wohl Spezialistinnen vorbehalten bleiben. Ge-
setze gegen Kriminalitdt durch Maschinen sind zu erlassen und die Haftung ist zu klaren.

© 1983-2024 by Boris Haase Seite 13 von 143



Programmieren mit Pfeil

Die zukiinftige Programmiersprache Pfeil wird hier vorgestellt, deren Name einerseits auf ihre relationalen
Grundlagen und andererseits auf ihre Geschwindigkeit (,pfeilschnell”) verweist. Sie setzt modernste Konzepte
ein, denn sie ist multilingual (die Codeworter werden einer bspw. englischen Vorgabe gegeniibergesetzt),
unicodefihig, visuell (Beziehungen werden im mehrdimensionalen Raum dargestellt, die sich nicht unbedingt
leicht linearisieren lassen), deklarativ und funktional (es wird KI zur Codeoptimierung eingesetzt).

Die fiir das jeweilige Programmierprojekt tatsachlich verwendete Umsetzung richtet sich nach der indivi-
duellen Problemstellung und braucht nicht (!) eigens festgelegt zu werden. Pfeil ist ferner in der Lage aus
der Problemstellung sowohl eine schnelle als auch eine nicht unbedingt identische elegante Umsetzung fiir
Darstellungszwecke zu generieren. Ubersetzungen in eine beliebige fiir das jeweilige Problem umsetzbare
Programmiersprache sind automatisiert moglich einschlief3lich der gewahlten Notation.

Pfeil ist in eine Entwicklungsumgebung integriert, die iiber ins Internet ausschwiarmende Bots verfiigt, um
besonders effiziente Programme zu beschaffen, wenn diese entsprechend freigegeben sind. Diese werden
weitestgehend nach den Vorgaben des Programmierers tiberpriift, wobei dieser eine bestimmte Zertifizie-
rung verlangen oder angeben kann, dass auch kostenpflichtige Programme verwendet werden, weil z. B.
bestimmte Qualitdtsanforderungen (des Auftraggebers oder der Gesetze) zu erfiillen sind.

Hierzu werden gewisse Standards eingefiihrt, denen (Pfeil-) Programme geniigen miissen, um Schiden zu
vermeiden. So ist z. B. zu verlangen, dass die Haftungsfrage eindeutig geklart ist, da ein Automatismus
schwer zur Verantwortung gezogen werden und ab einer gewissen Programmkomplexitit die Beweislage
schwierig sein kann. Pfeil kann (ggf. durch Hinzufiigen einer Zeitachse und KI) sowohl als Auszeichnungs-
sprache (zu Dokumentationszwecken) wie als echte Programmiersprache verwendet werden.

Automatisches Beweisen erleichtert die Umsetzung in andere Programmiersprachen und erméglicht auch
Ergebnisse, die in der Informatik bzw. Mathematik Bestand haben. Die Nachvollziehbarkeit ist durch das
Herunterbrechen bis auf einfachste Zusammenhange gegeben. Der Einsatz von KI erméglicht das Speichern
von optimierten Codestrecken, deren Parameter durch maschinelles Lernen ermittelt sein konnen. Pfeil er-
laubt verteiltes Rechnen, indem Ressourcen individuell erschlossen und genutzt werden.

Das Bindeglied zwischen verschiedenen Entitdten ist der eine Beziehung ausdriickende Pfeil: so lassen sich
m:n-Beziehungen nicht nur leicht und elegant notieren, sondern auch effizient implementieren. Pfeil ist eine
Programmiersprache, die tatsachlich Arbeit abnimmt, indem ein Programmierer nicht mit Details belastet
wird, die er nicht versteht, aber sich bspw. aus maschinellem Lernen ergeben. Er kann zwar selbst optimie-
ren, aber die fiir Pfeil eingesetzten Rechner haben ihm zu viel an Effektivitit voraus.

Pfeil gibt dem Programmierer niitzliche Hinweise wie seine Programmierung aussehen muss, indem ver-
gleichbare Problemstellungen automatisch gesucht und vorgeschlagen werden. Die Beziehungen erlauben
eine informatische Darstellung des Anschauungsraums, der ein immer komplexeres maschinelles Verste-
hen ermdoglicht. Konzepte der Quantenprogrammierung kénnen genauso selbstverstiandlich umgesetzt
werden, da Pfeil mit allen nicht zu seltenen Hardwarerealisierungen umgehen kann.

Pfeil kann besonders gut mit mehrlaufigen Prozessen umgehen: aus einer einfachen Eingabe werden opti-
mierte Abfolgen errechnet, bei denen sich der Programmierer nicht um die Details kiimmern muss, aber
aus der von Pfeil erzeugten Ausgabe entnehmen kann, inwieweit sein Programm korrekt ist bzw. wo noch
Verbesserungen notig sind. Diese konnte Pfeil nur wissen, wenn die Intentionen des Programmierers ein-
deutig waren. Beispiele sind hier Netzwerkfliisse, Optimierungs- und Transportprobleme.

Menschen konnen parallele Programmierung nicht leicht umsetzen, da hier so viele Bedingungen zu be-
riicksichtigen sind, dass dies meist nur ausgesprochene Spezialisten vermégen. Pfeil hingegen kann auf vor-
gefertigte Grundgeriiste zurtlickgreifen, die es mithilfe von KI anpasst. Hierbei ist weniger an einfache als an
komplexe Modelle gedacht, die ein Mensch kaum durchschauen kann. Auch dabei ist deutlich auf die mora-
lische Integritat der Menschen zu verweisen, weil sich sonst viele Nachteile ergeben kénnen.

Diskussion: Pfeil ist insofern notig, als die Welt immer komplexer wird und deren Zusammenhédnge das

menschliche Fassungsvermdgen sowie die Vorstellungskraft ibersteigen. Ferner werden die Probleme im-
mer grofier und sind von Einzelnen nicht mehr zu 16sen. Insgesamt wird der Losungsprozess fir die
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Menschen immer unbefriedigender und macht die Welt immer weniger lebenswert. Optimistisch gesehen
bleibt Pfeil damit fiir die Menschen eine der wenigen Auswege aus dem bisherigen Unheil.
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Superrechner

Welche Eigenschaften sollte ein Superrechner haben, der besonders schnell ist? Wie sollte sein Speicher
aufgebaut sein? Inwieweit weicht er von herkdmmlichen Rechnerarchitekturen ab? Wie kann dies an den
Beispielen der Grundrechenarten und der Matrizenmultiplikation verdeutlicht werden?

Im Folgenden wird mit einer Bit-Lange von 64 gerechnet. Diese kann in der Praxis aber héher sein. Grund-
lage sind u. a. besonders schnelle Zahlleitungen, die bei der Addition bitweise eingesetzt werden. Eine Zahl-
leitung wird z. B. von Teilchen wie Photonen oder Elektronen in einem geeigneten Medium durchflossen,
auf das es hier aber nicht ankommt, da nur das theoretische Konzept geschildert wird. Diese zdhlen die
Anzahl gesetzter gleichwertiger Bits von mehreren aneinander liegenden Binarzahlen.

Entscheidend ist die hohe Geschwindigkeit der Teilchen. Die 64 Anzahlen pro Bit werden wieder als Binar-
zahlen gespeichert und (bitweise verschoben) addiert. Da dies parallel geschieht, wird eine Additionsge-
schwindigkeit von 232 Bindrzahlen mit Bit-Lange 32 in O(1) erreicht. Subtraktionen werden iiber das Zwei-
erkomplement realisiert. Fortgesetzte Addition ermdglicht Multiplikation und tiber die Inversenbildung die
Division. Ein hierarchischer Speicher ermdéglicht schnelle Vergleiche (s. Funkrechnen).

Zur schnellen Multiplikation zweier o. B. d. A. quadratischer Matrizen mit jeweils 2" Eintragen fiir n € "N
werden diese durch simultane Replikation (d. h. gleichzeitiges Versenden und Speichern) in eine Speicher-
kugel geschrieben. In deren Knoten, in denen beide Eintrage von jeweils einer Matrix gespeichert ist, findet
die Multiplikation in O(1) statt. Anschlieféend werden die Eintrage einer Zeile wie oben geschildert iiber
Zahlleitungen parallel in O(1) addiert, was die Ergebnismatrix berechnet.

Hierbei befindet sich die Wurzel in der innersten Schale, deren Blatter in der nachstiufderen Schale usf. Die
Schalen sind drehbar gelagert, um Abnutzungs- bzw. Uberanspruchungseffekten der innersten Knoten vor-
zubeugen. Die Kontakte (Pins) befinden sich in ebenfalls drehbar gelagerten eigenen Schalen. Die Speicher-
adressen werden verwaltet wie in einem virtuellen Speicher, der rechnerisch auch einem Speicherwiirfel
entsprechen kann. Von Zeit zu Zeit werden die Schalen gedreht, auch bei Ausfallen.

Das vorgestellte Speicherkonzept ist ebenfalls fiir andere Hardwarekomponenten geeignet wie Festplatten.
Es ermoglicht kiirzere Wege als das herkdmmliche. Dies ist vorteilhaft fiir die Indizierung von Datenbank-
tabellen, Schwarmerkundungen und Threads. Die austauschbare kugelformige Wurzeleinheit ist mehrfach
redundant ausgelegt, um ein verniinftiges Ausfallkonzept zu haben. Um an sie von aufden zu gelangen, lasst
sich der Speicher aufklappen. Von der jeweiligen Wurzel geht je ein Speicherbaum aus.

Insgesamt ist so (virtuell) ein einziger Speicherbaum adressierbar (sogenannte Speicherdualitdt). Dies er-
laubt schnelle Sortierverfahren wie Bitsort (s. Theoretische Informatik). Dazu sind die Speicherzellen even-
tuell als einfachere Prozessoreinheiten mit eigener Intelligenz zu realisieren. Aus technischen oder rechne-
rischen Griinden kdnnen sie auch doppelt ausgelegt sein. Dieses Konzept kann in reduzierter Form bei PCs
verwendet werden. Auf jeden Fall ergibt sich ein deutlicher Geschwindigkeitsgewinn.
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Theoretische Informatik

Das Folgende setzt die Mengenlehre voraus und beantwortet fiir k, m, n € "N die Fragen: Wie lassen sich
n = e’ < k™ im Stellenwertsystem zur Basis k kodierte Werte in O(1) sortieren? Wie lassen sich zwei Matri-
zen € VR™n in O(o) multiplizieren? Wie lasst sich das Minimal- bzw. Maximalgertist eines Graphen mit n
Knoten in O(co) berechnen? Was ist die Antwort auf das Halteproblem? Warum gilt P = NP?

Sei der Speicher teilweise in Form eines Binomial-Baumes der Ordnung k mit k™ Speicherplitzen organi-
siert, wobei k™ = 2/ mit h € *N gelte. Jeder Speicherplatz sei in der Lage einen zu sortierenden Wert kom-
plett aufzunehmen und jeder Kante entspreche eine Datenleitung. Ein fortlaufend mehrfachen Werten an-
gehangter Index bildet zusammen mit dem alten Wert den neuen. Jeder j-te Zwischenknoten korrespondiert
hierarchisch mit der j-ten Stelle zur Basis k des zu sortierenden Wertes.

Speichern die Blatter statt der Werte deren Adressen (in einem Schritt) lassen sie sich (in einem weiteren)
sortiert in die Wurzel zuriickholen. Hierbei werden sie maximal so weit in den Baum geschoben, bis sie sich
trennen. Geht ein Wert durch einen Zwischenknoten, setzt dieser sein Bit auf 1, aber auf 0, falls der Zwi-
schenknoten keinen auszulesenden Nachfolger hat. Die Sortierreihenfolge bestimmt den ersten Wert. Spei-
chern, Nachfolger priifen, Bits maskieren und auslesen dauert O(n).

Hier und im Folgenden wird eine Speicherarchitektur mit autonomen Speichereinheiten verwendet, die iiber
einfache rechnerische Mdglichkeiten verfiigt. Sie lasst sich auch durch zusammengeschaltete verteilte Rechner
simulieren. Die Komplexitat erhoht sich durch Einsortieren eines zusatzlichen Wertes um O(o), da dies einer
bindren Suche entspricht. Sie ist antiproportional zur Anzahl der Baumknoten im Speicher. Das Verwenden
von d € *N Datenleitungen verringert sie um den Faktor d.

Belegen die Werte das g-fache eines Speicherplatzes, erhé6ht sie sich um den Faktor g. Enthélt der Speicher
keinen Binomial-Baum der Ordnung k, erhoht sie sich um den Faktor xn, weil jeder Zwischenknoten zu ei-
nem Wert zu lesen ist. Ein anderweitiges Nutzen der ersten k? Speicherplédtze mit p € N erfordert ein Durch-
suchen aller Zwischenknoten der p-ten Stufe. Die Komplexitat erhoht sich bei gut gefiilltem Speicher mar-
ginal, andernfalls um den Worst-Case-Faktor O(k?).

Die zu multiplizierenden Matrizen sind so quadratweise je n-fach in einem Speicherwiirfel abzulegen, dass
jede Speichereinheit zwei Werte multipliziert und jeder Eintrag der Produktmatrix als Summe mit n Sum-
manden in 0(o) bestimmt wird (Vektorrechner). Matrixmultiplikation ldsst sich auch {iber adressierte
schwirmende Eintrage realisieren. Tensorprodukte lassen sich effizient durch n-Speicherwiirfel abbilden,
die durch entsprechende Datenleitungen im dreidimensionalen Raum verbleiben.

Der optimale Sortieralgorithmus Bitsortsortiert stabil mit der Zeitkomplexitit O(n) und benétigt O(n) zu-
satzlichen Speicherplatz. Voraussetzungen: Je zwei Werte liegen als Bitfolge vor, lassen sich in O(1) verglei-
chen und ebenso deren samtliche Bits abarbeiten. Ferner sei der Speicher teilweise als Bindrbaum realisiert
und der Weg von Wurzel bis Blatt kann ebenfalls in O(1) durchlaufen werden.

Ist p € 'N die Anzahl der parallelen Schritte fiir paralleles Bitsort, so ist die Zeitkomplexitat O(pn). Jedes
Einfiigen in den stets sortierten Baum bzw. Ausgeben eines Wertes hat die Zeitkomplexitat O(1). Der Spei-
cher sei mit folgender Intelligenz versehen: Jeder Baumknoten speichert den ihn erreichenden Wert selb-
stdndig und kann ihn an den niachsten Baumknoten weitergeben, wenn er schon besucht wurde, bzw. an-
dernfalls seine Adresse an die Zentraleinheit zuriickgeben. Der Wurzel entspricht kein Bitwert.

Begonnen wird bei dem hochstwertigen Bit eines Wertes. Jedes seiner nacheinander abgearbeiteten Bits
bestimmt den ndchsten Knoten innerhalb des Bindrbaumes. Wurden alle Bits abgearbeitet oder ergibt sich
ein Unterschied zum verglichenen Bit und wurde der zugehorige Knoten noch nicht besucht, speichert der
folgende Knoten ggf. die nicht im Baum liegende Adresse der restlichen Bitkette des Wertes bzw. die Anzahl
der Werte fiir diesen Knoten bei unerheblicher Reihenfolge gleicher Werte.

Die Zeitkomplexitat aller Verfahren, die Werte mit einer Bitlinge b = qa € 'N bei Adresslange a € ¥N sortie-
ren, erhoht sich pro Wert von 0(1) auf O0(q). Ist r der Durchschnittswert von g, ist in der Zeitkomplexitat
des Sortierverfahrens mindestens ein O(n) durch O(rn) zu ersetzen. Ist s € "N die durchschnittliche Anzahl
der verschiedenen (!) Werte, die in einem Bucket nach Sortierung bis Bitldnge a landen und deren Bitlinge
grofier als a ist, so betrdgt die Zeitkomplexitdt des Verfahrens O((es + r)n).
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Dabei werden die erwahnten Werte eines Buckets pro Bucket in einem AVL-Baum abgelegt oder in einem
B-Baum bei Ablage in einem zum Hauptspeicher relativlangsamen externen Speicher. Dort wird jeweils nur
mit dem signifikanten Teilwert der Adressliange eines Wertes gearbeitet. Der Verzicht auf vollstindig sor-
tierte Werte nach jedem Abarbeiten eines Wertes reduziert die komplette Sortierung durch Verwendung
von zwei Hauptspeicherbereichen zeitlich auf O(rn).

Der zweite Hauptspeicherbereich wird nach jedem Durchlauf gel6scht, um fiir den nachsten Durchlauf zur
Verfiigung zu stehen, bis ein Bucket abgearbeitet ist. In den ersten Hauptspeicherbereich werden stets nur
die Adressen in der aktuellen Sortierreihenfolge zuriickgeschrieben, bevor die Werte mit gleichem soeben
abgearbeitetem Teilwert weiter sortiert werden. Fiir den schnellen Zugriff auf jeden Teilwert ist jeder Wert
zusammenhangend im Speicher abzulegen.

Die Verwendung des O(rn)-Verfahrens fiir die Stammdaten und des O((es + r)n)-Verfahrens fiir die Bewe-
gungsdaten kombiniert beide gut. Damit lassen sich insbesondere schnell Tabellenindizes anlegen. Bei um-
fangreichen Tabellen macht es einen deutlichen Unterschied, ob ein Index in O(rn) stattin O(ron) angelegt
wird und sich dann ein Wert durchschnittlich in O(es + r) statt in O(o + r) oder schlechter suchen lasst.
Sortieren durch Mischen sortierter Listen ist ebenfalls in O(rn) moglich.

Diskussion von Bitsort: Es ist unter den angegebenen Voraussetzungen optimal sowie fiir die parallele Pro-
grammierung, den schnellen laufenden Aufbau von Tabellenindizes in Datenbanken und die Suche darin
gut geeignet. Seine Hardwareimplementierung ist eher ungewdhnlich.

Sei n € YN die Anzahl der Knoten eines endlichen schlichten zusammenhdngenden Graphen. (Ist er nicht
schlicht, lasst ein Aussortieren in O(n) nur die kleinste parallele Kante und keine Schlingen zu. Ist er nicht
zusammenhdngend, werden in O(n) alle isolierten Knoten entfernt.) Bei Ausschluss negativer Gewichte be-
noétigt der Algorithmus von Dijkstra O(n) Schritte fiir jeden minimalen Weg in dem Graphen, da Sortieren
sowie paralleles Addieren und Vergleichen in O(1) méglich ist.

Dessen Minimal- oder Maximalgertist lasst sich in O(on) oder gar in O(o) berechnen. Die Kanten eines Knotens
lassen sich parallel in O(n) bzw. O(1) sortieren. Seien alle Kanten zu Beginn weif} gefirbt. Jeder Knoten
hangt die kleinere und dann die grofiere Zahl der beteiligten Knoten der Kante mit dem kleinsten Gewicht
aller weif3 gefarbten Kanten, die von ihm ausgehen, an dieses Bit fiir Bit als Wert an. Er speichert den kleins-
ten Wert, der ihn erreicht. Dies ist in O(n) bzw. O(1) moglich.

Das Schwarzfarben der Kanten zwischen jeweils zwei Knoten desselben Minimalgeriists ben6tigt maximal
die gleiche Zeit. Jeder Knoten hat dann einen nachsten Nachbarknoten. Ein Fortfahren mit den weif3 gefarb-
ten Kanten in O(en) Schritten kann den kleinsten Wert eines Minimalgeriists in O(n) bzw. O(1) bestimmen,
bis das gesamte Minimalgeriist in O(ogn) bzw. O(o) entstanden ist. Fiir ein Maximalgeriist werden alle Kan-
tengewichte von einer hinreichend grofden Konstanten subtrahiert.

Haltesatz: Um ein festes rm der Zahl 0,r172...rm zZu erreichen, halt ein Programm fiir beliebige (Pseudo-) Zu-
fallszahlen r; € "N mit k € vN* Stellen und Basis p := 2% in m € N* Schritten mit der Wahrscheinlichkeit p.

Beweis: Dies ist ein optimales Ergebnis der Wahrscheinlichkeitsrechnung (vgl. [973], S. 10 - 40).01

Bemerkung: Zufall ist unentscheidbar. Damit existieren Programme, die mit beliebiger Wahrscheinlichkeit
halten, und es folgen die G6delschen Unvollstindigkeitssatze. Der Godelsatz "Ich bin nicht beweisbar." ist
insofern sophistisch, als er das Scheinargument Petitio Principii ex negativo aufweist. Um das Halteproblem
zu ldsen, ist ein Selbstbezug unsinnig, der ein Halten gleichzeitig gebietet und verbietet. Die Selbstreferenz
macht das Diagonalargument fiir das Halteproblem unzulassig.

Satz: Ist £ die Menge aller Typ-0-Sprachen Lk aus endlichen Woértern mit Maximallange v fiir mittendliches
|£] = 20""-D/ (unter Anwendung der GR) und k € {1, ..., |£|}, gilt P = NP = L.

Beweis: Da sich jede deterministische Turingmaschine auch als nichtdeterministisch auffassen lasst (vgl.
[972],S.162,318 und 361 f.), gilt P € NP. Es enthélt P alle linearen Sprachen L und NP nur solche.[]
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Mathematik

Die im Folgenden erzielten Ergebnisse in den Teilgebieten Mengenlehre, Topologie, Nichtstandardanalysis,
Zahlentheorie, euklidische Geometrie, lineare Optimierung, wissenschaftliches Rechnen und theoretische
Informatik sind als sensationell zu bezeichnen! Bekannte Aussagen und grundlegende im Folgenden nicht
definierte Begriffe wie Axiom, Kérper usw. werden wie in der einschlagigen Literatur oder bei Wikipedia
beschrieben vorausgesetzt. Daher werden hier nur abweichende oder klarstellende Definitionen gegeben.

Eingeklammerte Satzteile konnen abweichend vom herkémmlichen Gebrauch der naheren Erlduterung ent-
weder stehen oder nicht: beide Bedeutungen sind giiltig. Beweise werden mit [] abgeschlossen und Defini-
tionen mit A. Die Endlichkeit der Welt bereitet der Behandlung des Unendlichen gewisse Schwierigkeiten.
Sind Zahlen Nullstellen eines Polynoms mit (endlichen) ganzen Koeffizienten, dessen gréfiter Exponent sei-
nes Arguments sein Grad ist, heifden sie algebraisch, andernfalls transzendent.

Esistzu iiberlegen, ob die Anzahl der Elemente der Menge der algebraischen Zahlen endlich oder unendlich
zu definieren ist. Die Algebra lehrt, dass Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier algebraischer Zah-
len von natiirlichem Grad m bzw. n algebraisch maximal vom Grad mn sind und die 1/m-te Potenz einer
algebraischen Zahl vom Grad n ebenfalls algebraisch maximal vom Grad mn ist. Transzendente Zahlen sind
die Summe eines algebraischen Hauptteils und eines transzendenten Rests.

Ist die Transzendenz einer Zahl zu untersuchen und der Rest durch den Grenzwert einer Nullfolge (ax) ge-
geben, diirfen die Folgenwerte fiir grofde n nicht einfach weglassen werden: Sie sind entscheidend. Trans-
zendente Zahlen sind alle Zahlen, die zwischen den algebraischen liegen oder jenseits von diesen. Die Zah-
lentheorie zeigt, dass zwischen zwei dicht genug beieinander liegenden verschiedenen transzendenten Zah-
len (algebraischen vom Grad m) keine algebraische Zahl (vom Grad < m) liegt.

Endliche reelle Briiche bilden mit den unendlichen bzw. rein komplexen Briichen numerisch bereits alle
reellen bzw. komplexen Zahlen. Daher unterscheiden sich algebraische und transzendente Zahlen nume-
risch nicht bei hohen Graden und Approximationen sind von geringer Aussagekraft iiber die Algebraizitat
von einem bestimmten Grad. Nichtals endlicher Bruch abbrechende reelle Kettenbriiche sind transzendent,
da sie einen unendlichen Nenner besitzen. Sie kénnen algebraische Zahlen nur anndhern.

Daalle reellen Zahlen ndaherungsweise endliche Zahlen sind, lassen sie sich in Echtzeit berechnen. Die trans-
zendenten Zahlen erlauben sich im Gegensatz zu algebraischen Zahlen, wo mit den zugehérigen Minimal-
polynomen oder -reihen argumentiert werden sollte, mit einer beliebig genauen unendlich kleinen Genau-
igkeit zufriedenzugeben. Erstere lassen sich daher als reelle Briiche mit unendlichem Zahler und Nenner
ansetzen. Definitionen eignen sich besser als Axiome.

Die endliche Definition bietet deutliche Handhabungsvorteile und ist traditionell. Es wird gezeigt, dass die
Mengen der natiirlichen, ganzen, algebraischen, reellen und komplexen Zahlen nicht abgeschlossen sind.
Damit ist die Differenz algebraischer Zahlen nicht mehr notwendig algebraisch, was die Theorie der trans-
zendenten Zahlen erschwert. Eine unendliche reelle und transzendente Zahl kann aus einem endlichen Ket-
tenbruch bestehen. Hier kann der letzte Teilnenner unendlich grof? sein.

Wiirde sie einer herkdmmlich rationalen Zahl gleichgesetzt, indem der letzte Teilbruch entfernt wiirde, so
wadre sie gleichzeitig Losung einer linearen Gleichung mit (unendlichen) ganzen Koeffizienten. Wird die
erste Gleichung von der zweiten mehrmals abgezogen und die Losung jeder neu entstandenen Gleichung
bestimmt, fiihrt diese Gleichsetzung zu Widerspriichen. Korrekt ist dagegen das Arbeiten mit Naherungs-
briichen. In der Praxis (der Informatik) helfen oftmals hinreichend kleine formale Systeme.

Ein Beginn mit der Menge der herkdmmlich natiirlichen Zahlen erméglicht durch (herkémmlich und un-
endliche natiirliche) Induktion zu zeigen, dass nach Cantor bis in jede beliebige Potenz diagonalisiert wer-
den kann. Werden Hilberts Translationen ins Unendliche zu Hilfe genommen, sind alle (!) unendlichen Men-
gen gleichmachtig zur Menge der herkdmmlich natiirlichen Zahlen.

Dieser Widerspriichlichkeit begegnet der Satz, dass zu keiner Menge eine Bijektion zu ihrer echten Teil-
menge existiert. Damit werden u. a. Dedekind-Unendlichkeit und Hilberts Hotel widerlegt, da die Bildmen-
gen von Translationen jeder Menge aus dieser herausfiihren. Jede Anzahl der Elemente einer Menge ldsst
sich durch Bezug auf die Menge der herkdmmlich natiirlichen Zahlen angeben. Dies leistet nur die genaue
Konstruktionsvorschrift. Deshalb wird N als Referenzmenge herangezogen.
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Die Anzahlen der Mengen N und Z unterscheiden sich. Cantor hat solche Mengen als gleichméachtig angese-
hen. Die richtige Betrachtung der Bijektionen ergibt jedoch ein anderes Bild. Das bisher um Ordinal- und
Kardinalzahlen gemachte Aufheben entfallt. Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz erlauben Sum-
men bei korrektem Rechnen (mit den Landau-Symbolen) beliebig umzusummieren.

Cantors Unterscheidung zwischen lediglich abzdhlbaren und tiberabzdhlbaren Mengen ist nicht differen-
ziert genug. Die korrekte Behandlung von Bijektionen ergibt, dass anzahlméafiig zwischen der Menge der
herkémmlich natiirlichen Zahlen und der der herkémmlich reellen Zahlen unendlich viele Mengen liegen.
Damit erhalt die Kontinuumshypothese eine neue Antwort. Die Periode 2m muss Sinus und Kosinus definie-
ren, da deren Potenzreihen nur fiir endliche Argumente konvergieren.

Die Menge R aller reellen Zahlen ist isomorph zu einer Menge (hyper-)natiirlicher bzw. ganzer Zahlen. Sie
hat sowohl ein festes minimales als auch ein festes maximales Element, da von einer ganzheitlichen und
vollstandigen Betrachtung von R ausgegangen wird. Hieraus folgt zusammen mit den Kérperaxiomen ihre
Abgeschlossenheit. Andernfalls wire eventuell die bisherige Theorie immer wieder an die Gegebenheiten
anzupassen. Als Folgen notierte Zahlen sind schlichtweg unhandlich (vgl. [741], S. 15 f.).

Weder Dedekindsche Schnitte noch Aquivalenzklassen von reellen Cauchy-Folgen eignen sich zur Defini-
tion der reellen Zahlen. Eine Kreisscheibe ohne ihren Rand stellt herkdmmlich eine offene Menge dar, weil
dann jeder Punkt von ihr eine herkdmmliche Umgebung hat, die ganz in dieser Menge liegt. Werden nach-
einander die Punkte auf einer Halbgeraden vom Kreisscheibenmittelpunkt bis zum Rand betrachtet, muss
es auf dieser Halbgeraden hin immer eine echte Umgebung fiir jeden Punkt geben.

Diese bisherige Vorstellung negiert jedoch "das Ende der Fahnenstange", demzufolge jede solche Halbgerade
einen Punkt im Inneren der Kreisscheibe ohne herkdmmliche Umgebung dort aufweisen muss. Somit ist der
Offenheitsbegriff bei Mengen untauglich (vgl. [819], S. 36). Wird die Einheitskreisscheibe um den Koordina-
tenursprung betrachtet, so ist der letzte Punkt der Halbgeraden [0, 1| dual dargestellt der Punkt 0,72 ohne (!)
Umgebung und der nachste Punkt ist der Randpunkt 1. Dazwischen liegt kein weiterer Punkt.

Daher ist jede Kreisscheibe ohne Rand zugleich abgeschlossen, weil die betrachteten Endpunkte der Halbge-
raden gerade den Abschluss als Rand bilden. Da auf ihrem Rand keine Umgebung existiert, ist auch jede abge-
schlossene Menge im euklidischen Raum sinnlos. Jede offene Menge ist dort zugleich abgeschlossen. Diese
Absurditat verstort, wenn die infinitesimalen Grof3en differenziert betrachtet, also insbesondere die Zahlen 1
und 0,72 nicht gleichgesetzt werden.

Wie in der Zahlentheorie erldutert wird, wiirde dadurch Algebraizitat (1) und Transzendenz (0,T2) gleich-
gesetzt werden. Die herkdémmliche Differentiation und Integration verwischen durch herkémmliche Grenz-
wertbildung die genaue Unterscheidung von Transzendenz und Algebraizitat. Dies ist z. B. fiir die exakte
Bestimmung von Nullstellen problematisch. Daher lasst sich die herkdmmliche Analysis in der bestehenden
Form nicht aufrechterhalten und benétigt gangbare Alternativen.

Genauso absurd ist der unendliche Durchschnitt offener Mengen wie der aller offenen konzentrischen
Kreisscheiben, der eine abgeschlossene Menge bilden kann, genauer: den gemeinsamen Kreisscheibenmit-
telpunkt. Eine unendliche Vereinigung abgeschlossener Mengen kann eine offene Menge wie eine offene
Kreisscheibe als Vereinigung aller deren Punkte als abgeschlossenen Mengen bilden. Eine 0-dimensionale
Menge (Punkt) ist offen, weil hier jede Umgebung ebenfalls aus einem Punkt besteht.

Deshalb ist sogar die leere Menge @ abgeschlossen und als Folge der gesamte euklidische Raum, was sich
bei Kugeln auf hohere Dimensionen verallgemeinern lasst. Dieser Spezialfall macht auch den allgemeinen
Fall absurd bzw. sinnlos: Die Betrachtung von offenen bzw. abgeschlossenen Mengen eignet sich bei metri-
schen und topologischen Rdumen nicht. Insbesondere mutet die herkémmliche Definition des topologi-
schen Raumes seltsam inhaltsleer und willkiirlich an.

Das Zulassen infinitesimaler Radien (mit unendlichem reziprokem Wert) macht die Begriffe innerer bzw.
duferer Punkt sowie Randpunkt jedoch sinnvoll. Der herkdmmliche Irrationalititsbeweis von /2 enthalt
eine gewisse Dialektik und R die multiplikativ Inversen meist nur ndherungsweise. Thema sind auch her-
kémmlich nicht messbare, mitt- und unendliche Mengen sowie unstetige Funktionen. Jede probabilistische
Aussage ist erst gewiss, wenn alle ihre relevanten Moglichkeiten verifiziert wurden.
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Die Gegenladufigkeitsregel besagt auch im Komplexen, dass bei zu unstetigen Funktionen fiir die Integration
liber identische Wege in positiver und negativer Umlaufrichtung der gleiche (!) Funktionswert von beiden
moglichen auszuwdahlen ist. Dies vermeidet einen anderen signifikanten Wert, sodass der Wert des Integrals
liber beide Richtungen gerade 0 ist. Der Satz von Stokes ldsst sich auch allgemein beweisen (vgl. [764], S.
625 f.). Funktionswerte kdnnen Werte tiberspringen, die dann nicht gemessen werden.

Der Riemannsche Umordnungssatz gilt nicht, da sich das Kommutativgesetz auch im Unendlichen nicht aus-
hebeln lasst: Es stellt nicht zu vertretende Willkiir dar, wenn einzelne Summanden ins vernachladssigbare
Unendliche verlagert, ohne weiter berticksichtigt zu werden. (Im Komplexen) erlaubt die diskrete Fourier-
transformation die Koeffizienten von Taylorreihen besonders leicht zu berechnen. Die lineare Algebra er-
moglicht die meisten Differenzialgleichungen numerisch ebenso effizient zu losen.

Bei partiellen Differenzialgleichungen werden die Variablen anderer Dimensionen aufier einer festgehalten.
Hierbei werden Matrizen durch Tensoren ersetzt und Betrédge iiber die Signumfunktion berticksichtigt. Die
Definition des exakten Integrals in der Nichtstandardanalysis iiber eine Rechteckregel kann Fehlerabschat-
zungen erfordern (vgl. [564], [945] und [742]). Soll eigentliches Integrieren als Umkehren der Ableitung
liber blofdes Summieren hinausgehen, macht es nur fiir stetige Funktionen Sinn.

Das exakte Volumenintegral hat gegeniiber herkémmlichen die einfachste Handhabung. Seine uneigentliche
Form ergibt sich analog. Das Zusammenfassen von Funktionswerten zu endlich vielen davon erlaubt auch
das Integral fiir unstetige Funktionen zu berechnen. Hierbei bieten sich u. a. die beiden Euler-Maclaurin-
Formeln oder eine geeignete Landau-Notation an. Beachtenswert ist, dass Stetigkeit bei Integral und Ablei-
tung nicht vorausgesetzt wird. Dies ermdglicht eine entsprechende Definition.

Liegt das Ergebnis der Differentiation auf3erhalb des Definitionsbereiches D, so werde es durch die zu ihm
am dichtesten liegende Zahl innerhalb von D ersetzt. Ist diese nicht eindeutig bestimmt, so bestehe das Er-
gebnis aus (einer von) mehreren Zahlen (z. B. nach einer einheitlichen Regel). Das exakte Integral ist allge-
meiner giiltig als z. B. Riemann- oder Lebesgue-(Stieltjes-)Integral. Letztere existieren nur in herkdmmlich
messbaren Mengen. Extrapolationen kdnnen Knickstellen aufdecken.

Der zu Nachfolger duale Begriff Vorganger wird meist nicht noch einmal eigens erwahnt, sondern ist mit-
zudenken. Nur drei Beispiele der Nichtstandardanalysis verdeutlichen deren Uberlegenheit und die Stirke
der Verwendung infinitesimaler bzw. unendlicher Werte. Die herkémmliche und zu ausladende Notation
von Summen (%), Produkten (IT), Differentialen (d und d), Integralen (/) und Wurzeln (V) wird vermieden.
Dieses Buch basiert auf ISO 80000-2:2019 (Grof3en und Einheiten — Mathematik).

Das Verwenden von 1/co statt 0 vermeidet die Division durch 0 und eine vage Grenzwertbildung, aber er-
fordert genau zu iiberlegen, wo iiberall das Ersetzen sinnvoll ist, damit kein Widerspruch bei einem Sym-
bolwechsel entsteht. Es gestattet auch Integral und Differential fiir jede Operation auf den reellen und kom-
plexen Zahlen so zu definieren, dass jede Funktion iiberall dort zumindest als Richtungsableitung integrier-
bar und differenzierbar ist, wo die Funktionswerte bestimmt sind.

Simplex- und numerisch einfache Intexverfahren, welche in 35 Jahren entwickelt wurden und (z. B. mithilfe
von Gomory-Schnitten) Hilberts zehntes Problem positiv beantworten, kénnen ein lineares Programm
meist in kubischer bzw. quadratischer Zeit 16sen. Kleinere Ausgangsprobleme erlauben dem Simplexver-
fahren das genaue und einfache Rechnen mit (gendherten) reellen Briichen.

Da jeder natiirlichen Zahl n individuelle n-heit zukommt, die nicht aus ihren Vorgidngern oder Nachfolgern
abgeleitet werden kann, gibt es kein vollstindiges Axiomesystem der Mathematik: Mit jeder neuen Zahl entsteht
etwas irreduzibel Neues. Jedoch lasst sich ein endliches Axiomesystem fiir endlich viele Entitdten bei Beschran-
kung auf ausgewahlte Aspekte angeben. Jede Unendlichkeitsstufe verwehrt Vollstdndigkeit erst recht.

Mathematik ist nicht wertfrei. Theorien basieren auf Voraussetzungen. In der Mathematik werden sie gerne
in falsch oder wahr zu erweisende Axiome gefasst. Damit sind alle Theorien unvollstandig und eventuell
dariiber hinaus widerspriichlich. Statt expliziter Axiome eignen sich eventuell implizite Definitionen besser,
in denen die Existenz des Angegebenen trotz etwaiger Bedenken und Schwierigkeiten bis zur Widerlegung
vorausgesetzt wird.
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Die euklidische Geometrie gibt drei Definitionen, die einige Axiome infrage stellen und dabei Ergebnisse der
Mengenlehre verwenden. Bei der Frage der gerechten Verteilung von Personen geht es weniger um den
theoretischen Gehalt als um die praktische Anwendung. Hier wird eine Tabellenkalkulation eingesetzt. Die
Mengenlehre definiert einige neue Mengen und gibt generell deren Anzahl an, insbesondere die der algeb-
raischen Zahlen.

Die Nichtstandardanalysis definiert Integration, Differentiation, Stetigkeit, Konvergenz und Grenzwert fiir
endliche und unendliche und eventuell herkémmlich nicht messbare Mengen ggf. unter Beriicksichtigung
von deren Homogenitét sowie fiir unstetige Funktionen neu. Sie gibt Beispiele an, um bessere, genauere,
elegantere oder schlichtweg korrekte mathematische Aussagen auch fiir bekannte Satze der Analysis zu
erhalten. Sie 16st das Maf3problem.

Die Ratschlage sind Ergebnisse meiner mathematischen Erfahrung. Die lineare Optimierung beweist mit dem
Durchmessersatz fiir Polytope wie schnell das im schlechtesten Fall exponentielle Simplexverfahren sein
kann. Die Topologie definiert den (einfachen) Zusammenhang von Mengen neu und erweist die reellen und
komplexen Zahlen lediglich als Rdume mit Fréchet-Topologie bzw. spricht deren Hausdorffeigenschaft ab.

In der Zahlentheorie werden notwendige und hinreichende Kriterien fiir transzendente Zahlen mit Beispie-
len angegeben. Bewiesen werden der Schranken-, Koeffizienten- und Approximationssatz sowie das
Grofdte-Primzahl-Kriterium. Widerlegt wird der Satz von Thue-Siegel-Roth. Eine Vermutung von Littlewood
wird widerlegt und herkdmmlich bewiesen. Die Vermutung von Alaoglu und Erdés wird bewiesen und die
verallgemeinerte Riemannsche Vermutung widerlegt.

In der Zeitrechnung wird gezeigt, wie das Oktalsystem praktisch weltweit angewendet werden kann und
welche Vorteile sich daraus ergeben. Neben Einfiihrung eines neuen Kalenders und einer neuen Uhrzeitbe-
rechnung wird das Oktalsystem auch auf die SI-Einheiten Meter (m) und Sekunde (s) angewandt. Es wird
mit praktischen Beispielen begriindet, warum das Oktalsystem das Dezimalsystem vorteilhaft komplett ab-
l6sen kann.

Fiir Schonheit und Eleganz in der Mathematik ldsst sich sorgen, indem das Darzustellende hinreichend
durchdacht und ohne zu geizen auf die klare Essenz reduziert wird, die beide begriindet und Kennzeichen
des Wahren ist. Leider gibt es viel héssliches Langes in der mathematischen Welt. Es bleibt zu hoffen, dass
dieses Buch viel Vergniigen mit der Nichtstandardmathematik und Einblick in das wahre Gute und Schdne
verschaffen kann. Wer daran Gefallen findet, verwirkliche beide selbst!
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Euklidische Geometrie

Das Folgende setzt die Mengenlehre mit der euklidischen Norm || - || voraus.

Definition: Sei R ein euklidischer Raum als Unterraum von R” mit n € ®N>3 (s. Mengenlehre). Zwei verschie-
dene Punkteals Elemente von R heifRen (Punkte-)Paar. Ein (ein-) zweidimensionaler Unterraum von R wird
als (Gerade) Ebene bezeichnet. Eine eindimensionale Punktmenge in R, bei der jeder Punkt liickenlos min-
destens einen und hochstens zwei benachbarte Punkte hat, heifd3t Linie. Der Abstand ist durch die euklidi-
sche Norm || - || gegeben und ergibt aufsummiert die euk/idische Weglinge A./\

Definition: Eine Streckeist eine zusammenhéngende Teilmenge einer Geraden, deren Anfangs- und Endpunkt
sie genau bestimmen und mit jeweils nur einem Nachbarn endlichen Abstand haben. Zwei Strecken mit einem
gemeinsamen inneren Punkt schneiden sich. Zwei durch Translation auseinander hervorgegangene Strecken
heifden parallel Die Punkte der Ebene mit dem gleichen Abstand (genannt Radius) zu einem weiteren Punkt
werden als Kreisbezeichnet, der mit seinem Inneren eine Kreisscheibebildet./\

Ergebnis: Bei kiirzer definierten Geraden gibt es fiir das Axiom von Pasch, das der Vollstiandigkeit und di-
verse andere Axiome sowie ihre Aquivalente mit Obigem viele Gegenbeispiele. Das Unterraumkonzept kann
Hilberts Inzidenzaxiome [.6 und [.8 beweisen. Bestimmt eine Gerade eine parallele Gerade durch einen wei-
teren Punkt mit dem kiirzesten Abstand eindeutig, ist das Parallelenaxiom in der euklidischen Geometrie
redundant. Die Axiome der Anordnung und Kongruenz sind iiberfliissig.

Entgegen Hilberts Inzidenzaxiom 1.4 reichen drei verschiedene Punkte nicht aus, um eine Ebene eindeutig
zu bestimmen, da es verschiedene Unendlichkeiten gibt. Hilberts Inzidenzaxiom 1.7 ist falsch (vgl. Hilbert,
David: Grundlagen der Geometrie; 2. Aufl.; 1903; Teubner; Leipzig, S. 2 - 17), da Ebenen im Unendlichen
dennoch begrenzt sind und sich genau in einem Punkt schneiden kénnen. Der Hauptsatz der Mengenlehre
erlaubt alle (drei antiken) exakt nicht l6sbaren Probleme i{iber den Strahlensatz und Farey-Folgen ([455],
S. 62 f.) mit beliebiger Genauigkeit zu losen.

Sind zwei Geraden lediglich dann parallel, wenn sie in einer Ebene liegen und sich nicht schneiden, ist das
Parallelenaxiom falsch: Der Kehrwert des Abstands des weiteren Punktes zu der urspriinglichen Geraden
kann mindestens unendlich oder kleiner als |N| sein und dann lassen sich unendlich viele verschiedene
Geraden durch den weiteren Punkt legen, ohne die urspriingliche Gerade zu schneiden. Hilberts vage For-
mulierung des Vollstandigkeitsaxioms macht es letztlich nicht zukunftstauglich.

Das Archimedische Axiom ist auf eine unendliche natiirliche Anzahl von Abtragungen einer Strecke auszu-
dehnen, die nicht iiber den Anfangs- oder Endpunkt einer Geraden hinaus geschehen kénnen. Es ist im end-
lichen Fall durch den Archimedischen Satz (s. Mengenlehre) zu ersetzen. Das Axiom von Pasch ist ebenso
entbehrlich, da eine Gerade aufgrund ihrer maximalen Lange das Innere eines Dreiecks vollstiandig passie-
ren muss, also auch ihren Rand, sofern einer ihrer Punkte in diesem Inneren liegt.

Lotsatz: Mit n € “N>; enthdlt jede konvexe Menge S aus “R" einen Punkt, der das Fallen von fi Loten auf S
(auch auf eine Ecke) erlaubt, da dies in der Ebene alle 90° moglich ist (vgl. [931], S. 14 £.).00

Toeplitz-Vermutung: Jede geschlossene Jordan-Kurve besitzt ein einbeschriebenes Quadrat.

Gegenbeispiele: Das rechtwinklige Dreieck mit Kathetenldnge ¢ und das stumpfwinklige Dreieck mit dem ge-
eignet infinitesimal verschobenen Eckpunkt des hochstens einen einbeschriebenen Quadrates.[]

Satz: Ein geeignetes infinitesimales Nebeneinanderlegen dquichordaler Punkte fiihrt zu einem Jordanbereich
mit mehr als einem dquichordalen Punkt (vgl. [931],S.9 £.).00

Satz von Fickett: Fiir jede Lage zweier iiberlappender kongruenter n-Quader P und Q mitn € ®Nx;, m := i und
dem exakten Standardmaf? p gilt (s. Nichtstandardanalysis und [931], S. 25), wobei p fiir n = 2 gerade A ist:

m<r:=p@PNQ)/u0QnNnP)<m.

Beweis: Das zugrundeliegende Extremalproblem hat sein Maximum fiir Rechtecke mit den Seitenlangen
sund s + . Mit q := 3 - S gilt min r = § < r < max r = q. Der Beweis fiir n > 2 verlduft analog.l]
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Gerechtes Verteilen

Im Leben gibt es oft Verteilungsungerechtigkeiten. Obwohl das Nachfolgende nicht neu ist, soll an Beispie-
len, die sich taglich in der Schule ereignen, ein gerechtes Verteilen demonstriert werden:

1. Wie verteilen wir Arbeitsergebnisse gerecht?
2. Wie schleusen wir Gruppen gerecht durch die Kantine?
3. Wie bilden wir gerecht Gruppen im Sportunterricht?

Zu 1.: Wir legen die Arbeitsergebnisse zundchst nach den Namen der anwesenden SchiilerInnen alphabe-
tisch geordnet ab (in Fachern, auf dem Tisch o. A.). Die Namen sind oder werden alphabetisch in einer Ta-
bellenkalkulation (mit Ausnahme der fehlenden SchiilerInnen) abgelegt. Hinter jedem Namen wird eine
Zufallszahl erzeugt. Die Namen werden nach der Zufallszahl geordnet. Die SchiilerInnen rufen wir nach die-
ser Ordnung (eventuell in Gruppen) auf, damit sie ihre Arbeitsergebnisse entgegennehmen kénnen.

Zu 2.: Zu Beginn bilden wir Gruppen mit Mitgliedern, die zusammen speisen mochten oder sollen. Diese
Gruppen (-namen) werden wie unter 1. beschrieben geordnet. Dann wird fiir jede Gruppe berechnet (zur
Verfligung stehende Ausgabezeit) * Gruppenstirke / Speisende. Die zweite Gruppe geht dann in die Kantine,
wenn die fiir die erste Gruppe ermittelte Zeit vortiber ist. Die dritte Gruppe folgt, wenn zusétzlich die Zeit
fiir die zweite Gruppe verstrichen ist, usf. Gegebenenfalls sind die Zeitpunkte gerundet zu berechnen. Haben
einzelne Gruppen nur in bestimmten Intervallen Zeit, werden sie zuerst auf die Zeitintervalle verteilt. Dann
setzt das Verfahren mit der Restzeit fiir die librigen fort.

Zu 3.: Zu Beginn werden Gruppen gleicher Leistungsstirke gebildet und die einzelnen Namen in einer festen
Reihenfolge untereinander geschrieben sowie nach einer zugeordneten Gruppenzahl durchnummeriert.
Wenn Gruppenmitglieder fehlen, filtern wir sie zunichst heraus, indem wir z. B. den Eintrag "fehlt" hinter
ihrem Namen vermerken und anschlief3end nach den leeren Eintrdgen selektieren.

Die Gruppengrofie sollte ein Vielfaches der Anzahl der zu bildenden Gruppen sein. Die Reihenfolge der Na-
men sollte aus Griinden der Wahrscheinlichkeit fest sein. Anderungen der Leistungsstirke werden in ge4n-
derten Gruppen berticksichtigt. Hinter jedem Namen wird die Nummerierung durch die Anzahl der Grup-
pen geteilt. Wenn die Nummerierung nicht bei 0 beginnt, muss vorher eine Zahl entsprechend subtrahiert
werden. Von den erhaltenen Werten werden die Nachkommastellen abgeschnitten. Dies erreicht auch eine
Rundung der um 1/2 reduzierten Werte. In einer weiteren Spalte werden nun Zufallszahlen eingetragen.

Darauf werden die drei Spalten erst nach den zuerst ermittelten Werten, dann zuséatzlich nach den Zufalls-
zahlen geordnet. In einer vierten Spalte werden von oben beginnend die Zahlen von 1 bis Anzahl der Grup-
pen eingetragen. Nach dem letzten Wert wird wieder mit 1 fortgesetzt bis zur Anzahl der Gruppen usf. Nun
werden die Zahlen wieder nach Namen sortiert. Abschlief}end kénnen wir die Gruppenzuteilungen in al-
phabetischer Reihenfolge bekannt geben.

Ist die Anzahl der einzuteilenden SchiilerInnen nicht ein Vielfaches der Anzahl der Gruppen, sollten wir
Stellvertretungen aus derselben Gruppe zu jedem Namen bilden. Die TragerInnen der Namen, die die ge-
ringsten Fehlzeiten durch Aussetzen haben, werden zu Aussetzenden bestimmt. Sie vertreten ihre Stellver-
treterInnen (z. B, wenn es mehrere Durchlaufe in einer Unterrichtseinheit gibt). Die Fehlzeiten werden ent-
sprechend gutgeschrieben.

Ein einfaches Verfahren mit einem Wiirfel (statt einem Computer) funktioniert wie folgt: Die SchiilerInnen
werden nach ihrer (selbst- oder fremdbestimmten) Leistungsstarke auf einer Linie geordnet aufgestellt.
Der leistungsstérksten Person wird durch Werfen des Wiirfels einer der Gruppen zugeteilt. Die nachste Per-
son wird unter den verbleibenden Gruppen ausgewiirfelt usf. Hat jede Gruppe ein Mitglied, wird wie bei der
leistungsstarksten Person mit der nunmehr leistungsstarksten Person fortgesetzt.

Ohne nennenswerte Hilfsmittel konnen wir Gruppen auch wie folgt bilden: Wir fordern alle SchiilerInnen
auf, sich in jeweils einem Kreis nach ihrer Leistungsstirke zufallig zu bewegen. Parchenbildung begegnen
wir mit der Aufforderung "A und B auseinander zur Kreislinie!". Nach dem Kommando "Stopp!" verharrt
jede Person an ihrem Platz. Eine oder einen der SchiilerInnen fordern wir nun auf, ihren oder seinen Platz
zu verlassen und sich auf einer ungefahren Kreislinie um die restlichen oder um jeweils eine Gruppe zu
bewegen.
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Nach einem weiteren Kommando "Stopp!" teilen wir die SchiilerInnen durch gedachte Geraden in Gruppen
auf. Zuerst wird der Schnittpunkt der Gerade durch den Haltepunkt der oder des auf der Kreislinie sich Befin-
denden und den jeweiligen Kreismittelpunkt mit der Gruppenkreislinie gebildet. Die Gruppen werden
durch parallele Geraden abgegrenzt, die parallel zu der Geraden durch den jeweiligen Schnittpunkt und den
jeweiligen Kreismittelpunkt gehen.

Diese Verfahren sind gerechter als die urteilende Selektion durch einzelne SchiilerInnen. Erfahrungsgemaf3
reichen drei Leistungsstarken aus.
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Lineare Optimierung

Das Folgende setzt Mengenlehre, Topologie und Nichtstandardanalysis voraus.

Durchmessersatz fiir Polytope und Polyeder: Jeder Durchmesser eines durch m Restriktionen gegebenen n-
dimensionalen Polytops bzw. Polyeders mit m, n € ®*Nx; ist maximal 2(m + n - 3).

Beweis: Maximal m Hyperebenen lassen sich zu einem unvollstindigen Zyklus der Dimension 2 zusammen-
stellen und es gibt maximal n - 2 Ausweichmaoglichkeiten zur Seite in den restlichen Dimensionen. Das Uber-
winden jeder minimalen Strecke benotigt maximal zwei Kanten und liefert den Faktor 2.[]

Definition: Sei 9 := w ew und || - ||; die 1-Norm. Geht x € X € ®R® in den nichsten Schritt liber, folgt ihm * mit
Ax :=X" - x. Der Einheitsvektorvon x ist ;x := x/||x||, wobei ;0 undefiniert ist. Seien x, y € X in (x, y, ...)T Zei-
lenvektoren. Ben6tigt ein Verfahren Rechenzeit in Sekunden und Speicher in Bits von O(w9®), ist es poly-
nomiell. Ist eine der beiden Grofien O (el?@)), ist es exponentiell. Das Eigenprodukt (bisher: Determinante)
einer quadratischen Matrix sei das Produkt ihrer Eigenwerte. A

Satz: Das Simplexverfahren aus [777] 16st fast immer ein (LP) in O(w?39).

Beweis und Algorithmus: Sei P := {x € ®R": Ax < b € *“R™, 4 € *R™", m, n € ®N*} der zuldssige Bereich des
LPs max {cTx : c € ®R, x € P}. Dessen Dualisierung erzielt X € ®RT},. Ein (grofles) x+ € ®R,, erreicht x' €
@R, mit x := x* - x* I gilt b > 0 nicht, liefert das LP max {~h € ®R., : Ax - b < hl'»} fiir den Startpunkt xo :=
0 ein x € P,. Start- und Zielwert von h sei |min {bz, ..., bm}| bzw. 0. Nur ein Pivotschritt bewirkt b* > 0. Seien
i, j, k € °N* und sei a;” der i-te Zeilenvektor von A. Gilt ¢; < 0 fir alle j, ist das LP gelost.

Gibt es ein ¢; > 0 mit a;; < 0 fiir alle i, ist das LP positiv unbeschrankt. Existiert ein ¢; = 0 mit a; < 0 fiir alle i,
lassen sich ¢; und A, wie die b; und a; mit a;; < 0 vorerst entfernen. Unldsbar ist auch aijxj = 0 > b; fiir alle j.
Das Teilen aller ai"x < b; durch [|a;|| und aller ¢; bzw. ai; durch min |a;| fiir ai;; # 0 sowie jedes j ist ggf. zu
wiederholen und am Ende riickgangig zu machen. Restriktionen mit a;: < 0 werden ggf. entfernt.

Die Wahl eines bx/ax;j :== min {bi/ai; : ai;; > 0} fiir jedes c; > 0 sowie Nichtbasisvariablen x; liefert mit X; =xj+
bi/ax; ein nachstes x* € P,,. Bei Wahl der steilsten Kante bildet ai; das Pivotelement zu dem x;, das cT,Ax bzw.
CJZ/VJZ mit v 1= ||A_]- || in der k-ten Restriktion maximiert. Mehrere Maxima erlauben die Pivotregel des Best-
werts rrllf}x ¢j bi/ay; zu verwenden oder (langsamer) des kleinsten Winkels min (1)1 T

Wiederholt sich c¢Tx” = cTx, werden die Restriktionen mit b; = 0 um ein d € R, abgeschwécht. Mit b; :=
[|a;]| steht d ggf. nicht im Tableau. Liegt eine mehrfache Ecke ausnahmsweise erneut vor, wird zu jedem b;
einfach ||a;|| addiert. Sie zu verlassen kann das Losen eines LPs mit ¢ > 0 und b = 0 erfordern. Danach werden
die Abschwichungen (Perturbationen) zuriickgenommen. Diese Aufgabe kann sich auch am Ende stellen,
wenn weitere Losungen des LPs zu bestimmen und mindestens zwei ¢; = 0 sind.

Dies vermeidet die sich stark unterscheidenden Abschwachungen bspw. der lexikographischen Methode.
Die Rechteckregel erlaubt C]-*, aL- und b; einfach zu berechnen (vgl. [775], S. 63). Auch die Regel von Bland
ist nicht optimal. Die evtl. exponentielle Laufzeit in der linearen Optimierung lasst sich nicht verhindern:
Sind Polytope z. B. vom Klee-Minty- oder Jeroslow-Typ, unterscheiden sich ihre (entfernten) Ecken nume-
risch kaum. In Ubereinstimmung mit dem Forschungsstand folgt die Behauptung.[]

Bit-Quadrat-Satz (kurz: Bit2-Satz): Wiederholungen erlauben mehr als O(n?) Multiplikationen und Additio-
nen eines Algorithmus von Zahlen der Bitlange m < n mit m, n € *N* auf O (n?) zu reduzieren.[]

Beispiele: Das Matrizenprodukt (ci) := (+ﬂ=1 aikbk]-) von (aij), (bij) € ®C™" liber Produkte +ﬂ=1b]~k4km mit
aijund i, j € “NZ,, die Bestimmung einer n-dimensionalen Taylorreihe (s. Nichtstandardanalysis), der Gauf-

Jordan-Algorithmus, das Simplex- und das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren.

Bemerkung: Ein zu grof3es m wird rechnerisch geeignet herabgesetzt. Mit Simultanvergleichen ermdglicht Qua-
ternionenkodierung Matrizen gemeinsam in der Cloud zu multiplizieren.[]

Satz: Das Intexverfahren 16st die meisten 16sbaren LPs mit /nter-/ Extrapolationen in O(93).
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Beweis und Algorithmus: Sei z:=m + nund d € [0, 1] die Dichte von A. Zuerst werden bTy - ¢Tx < 0, Ax <
b sowie ATy > ¢ normiert und skaliert. Pr:= {(x, y)T: x € ®“RY,, ¥y € Ry, bTy - cTx <r € [0, p], Ax-b <r1lnm,
¢ - ATy < rfa} habe den Radius p := s|min {by, ..., bm, —C1, ..., —cx}| und den Skalierungsfaktor s € |1, 2].

Es folgt 0T, € dP,. Nach dem starken Dualitéatssatz ([775], S. 60 — 65) l6st das LP min {r € [0, p] : (x, y)T € Pr}
ebenso die LPs max {cTx : c € R, x € P} und min {bTy : y € “RY},, ATy > c}. Seine Losung ist der geometrische
Schwerpunkt g des Polytops Po. Mit py := min Py + max Py fiir k = 1, .., 2 wird g durch po := (xo, yo, 70)"
approximiert, bis ||Ap||; hinreichend klein ist. Die Losung to(x°, y°, r°)T des zweidimensionalen LPs min {r €
[0, p] : t € ®Rs, t(x0, yo)T € Py} approximiert g besser.

Es wird erreicht 7 < p und mit t°(x°, y°)T usf. wiederholt, bis ggf. g € Po in O(z2p?dmn) berechnet ist. Das
Losen aller zweidimensionalen LPs min rr durch Bisektionsverfahren fiir rx € R, und k = 1, .., z in jeweils
0(92) ermittelt g € ®Rk mit gk := Apx Arr/r und r := ming Ar. Vereinfacht sei |Ap1| = ... = |Ap.|. Hierbei wire
min r; fir p* == p + wq mit w € “R,, ebenso zu l6sen. Folgt mini Arir = 0, wird die Berechnung gestoppt,
andernfalls wiederholt bis min 7 = 0 oder min r > 0 feststeht.[]

Bemerkungen: Ist kein Missbrauch fiir intransparente oder schlechte Entscheidungen zu befiirchten, werden Im-
plementierungsdetails veroffentlicht. Simplexverfahren und Face-Algorithmus ([916], S. 580 f.) 16sen LPs fiir
kleine m und n schneller. Das Intexverfahren tbertrifft die bekannten (Worst-Case-) LP-Algorithmen in
0(w37/189). Absichtliche Rundungsfehler in b und ¢ machen jede Ldsung eindeutig.

Bemerkung: Falls erforderlich schwacht ein gleicher kleiner Betrag die Restriktionen voriibergehend ab. Die
Laufzeit fiir m, n € Y N* ist O(dmn). Wird es fiir verteiltes Rechnen in VR optimiert, betragt sie nur O(1). Gilt
Vo < |vj| - v fiir ganzzahlige Losungen vj;, bewéhrt es sich gut fiir (gemischt-)ganzzahlige Probleme und die
(nicht-)konvexe (Pareto-)Optimierung (nach der Natur wie in [1010]).

Bemerkung: Es macht sich das Zusammenfallen des berechneten geometrischen Schwerpunkts und des Inku-
gelmittelpunkts in Po zunutze. Das (paarweise) Drehen der Koordinatenachsen des ersteren wie von ¢ durch
eine einfache Rotationsmatrix sichert dies in vergleichbarer Laufzeit ab. Zahlen der Lange O(w) lassen sich
bekanntlich nur in O(9) abarbeiten. Auch das Folgende lasst sich einfach ins Komplexe {iberfiithren:

Folgerung: Das LP max {||x-x°||; : ¢™x = ¢™x°, Ax < b, x - x° € [-1, 1], x € ®»RY,} kann zur ersten Losung x°
ggf. eine zweite in 0(93) bestimmen, wobei y° analog behandelt werden kann.[]

Folgerung: Das LP max {v|A;| + ||x]||1 1 Axj = Axj, |[Mj| € [0, 1y, xj € [-1, 1]**} kann fiir jedes j = 1, .., n den
Eigenwert A; € ®R und den Eigenvektor x; € ®R" der Matrix A € ®R™*" in 0(93) bestimmen.]

Folgerung: Die LPs max {x;: Ax = 0} liefern alle Losungen von Ax = b in 0(93). Die Matrix A ist genau dann
regulir, wenn das LP max {||x||; : Ax = 0} = 0 ist..J

Folgerung: Sei a; := Afjl fiir j = 1, .., n zur Matrix A-! € ®R™" und sei §;; das Kronecker-Delta. Fiir regulares
Aist das Eigenprodukt # 0 und lasst sich jedes Ao = (61, ..., 81j)T in O(93) 16sen.]

Folgerung: Das Polynom cyx" + ... + cix + co lasst sich in O(93) mit der Messung (xj, y;) € “R2 und den Residuen
rj€ ®Rfiirj=1,.,mund (¢c,x)T € ®R? aus y = r + Xcund X™r = 0 mit X = (x}°) fiir k =0, ..., fi bestimmen (auch
unter zusatzlichen Nebenbedingungen, vgl. [893], S. 196 ff.)..J

Folgerung: Die DFT  (s. Wissenschaftliches Rechnen) kann die Padé-Approximation a(x)/b(x) =
+ oo amx™/+ o bmx™ von f(x) fiir x € R in O(93) bestimmen.[]

Korollar: Intex- und zweidimensionale Bisektions- oder Newtonverfahren ldsen die meisten l6sbaren kon-
vexen Programme min {f1(x) : x € ®R", (f2(x), ..., fm(x))T < 0} mit konvexen Funktionen fr € *R fiir k =
1, .., min polynomieller Laufzeit, wenn die Anzahl der Operanden x; der fr < wV-3 ist und ein x existiert mit
fr(x) <0 fir alle k > 1 (vgl. [893], S. 56 ff.)..]

Korollar: Das LP max {x : y, - Xym = by, yn = y0 = 0, x < xo0 € ®R} kann fiir m = 1, .., n nach dem Horner-
Schema ein byx" + ... + b1x + bo = 0 16sendes x € ®R in 0(92) bestimmen.[]
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Mengenlehre

Definition: Der Verzicht auf Unterscheidung zweier Entititen macht sie identisch. Die Gesamtheit nicht-
identischer Entitdten wird als Menge S von Elementen mit |S| als deren Anzahl/n bezeichnet, die keine Ele-
mente enthaltende /eere Menge mit dem Symbol @. Lasst sich S # @ sukzessive die aufgerundete Halfte der
verbliebenen Elemente entnehmen, bis S leer ist, so ist n endlich, andernfalls unendlich. Sei v die grofite
endliche, ® dazwischen die grofite mittendliche und t die kleinste positive reelle Zahl. A

Voriiberlegung: Der Bezug auf philosophische Begriffe ist berechtigt, da sich Mathematik metasprachlich
nicht allein aus sich selbst erklaren lasst und Abstrakta nach dem Prinzip der Wissenschaftlichkeit die all-
gemeinsten Aussagen liefern. Das Wort sukzessive beinhaltet hierbei die physikalische Vorstellung, dass
zwischen den zu betrachtenden Zeitpunkten eine messbare bzw. in irgendeiner Form wahrnehmbare Zeit-
spanne liegt, und setzt damit die Planck-Zeit von ca. 10—43 Sekunden implizit voraus.

Dem Vorwurf der mangelnden Allgemeingiiltigkeit durch Einbeziehen physikalischer Tatsachen ist zu ent-
gegnen, dass in dieser Welt beliebig kleine Zeitabschnitte bzw. echt instante Ereignisse keine Bedeutung
haben, da sie praktisch nicht existieren, sondern allenfalls aus theoretischen Erwdgungen zuzulassen sind.
Aufgrund der strukturell dhnlichen und in der Raumzeit zusammengefassten Grofien Raum und Zeit, gilt
das fiir den Raum weiter unten Gesagte auch fiir die Zeit.

Der schwer vermittelbare abrupte Ubergang von endlichen zu unendlichen Zahlen erfordert mittendliche.
Die Existenz aktual oder nur potenziell unendlicher Mengen bleibt offen, da die Transzendenz des Unendli-
chen einen Beweis versagt. Aus der fast ,,verschwenderischen“ Grofde bzw. Expansion des Universums lasst
sich auf eine Verfiigbarkeit des Seienden schliefen, der keine erkennbaren Grenzen gesetzt sind. Solche
Schliisse sind trotzdem schwacher als die Abduktion.

Wird eine endliche Strecke in unendlich viele Teile zerlegt, liegt das Unendliche endlich begrenzt vor. Ist
dariiber hinaus die Anzahl der Teile beider Unendlichkeiten gleich, ist mathematisch eine Isomorphie gege-
ben: Die Vergrofierung der unendlich kleinen Teile der endlichen Strecke auf endliche Strecken ergibt im
grofieren Mafistab die Unendlichkeit im herkémmlichen Sinne bezogen auf das Gesamte. Dies erschliefdt
leicht eine Bijektion im mathematischen Sinne.

Herkémmlich definieren hinldanglich bekannte Axiome die reellen Zahlen als linear geordneten Kérper und
die komplexen Zahlen mit der imagindren Einheit 1 (gesprochen "komp 1") als Kérper. Analog lassen sich
Addition, Multiplikation und deren Inversenbildung in deren umfassendste und per Definition abgeschlos-
senen Oberkorper R bzw. € := R + R (mit weiteren Operationen wie bspw. der Potenzierung) fortfiihren.
Jede Zahl aus C* mit unendlichem Betrag ihres Kehrwertes heif3t infinitesimal.

Auf die Darstellung der Peano-Axiome und der Kérperaxiome wird hier bewusst verzichtet, um anschaulich
zu bleiben und das Neue herauszustellen. Zwei Zahlen miissen einen Minimalabstand besitzen, da a//e ver-
schiedenen Zahlen von R durch einen Abstand getrennt sind. Die gegenteilige Annahme, dass das Minimum
nicht fest ist, flihrt auf den Widerspruch, dass jede Zahl aus R mindestens einen niachsten Nachbarn als Zahl
haben muss, der selbst in R liegt (vgl. die Isomorphie oben).

Definition: Die aus sukzessivem Addieren von 1 zu 0 entstehenden Elemente ergeben die Menge aller natiirlichen
ZahlenN := N* U {0}. Die Zahlen aus R* heifsen rein komplex. Das Entfernen der zusammengesetzten Zahlen von
N> ergibt die Primzahlen P, die ganzen Zahlen ergeben sich durch Z := N U -N* und die reellen Zahlen R durch
die Briiche mit Zahler aus Z und Nenner aus N*. Der Minimalabstandvon 0 ist .. R umfasst hyperreelle und sur-
reale Zahlen. Die Zahlen v, w und 1/t haben fiir n € N die Form 2n. A

Minimalitatssatz: Fiir die eindeutige b-adische Entwicklung jedes r € R gilt min {b € R>1} = 2, da die geomet-
rische Reihe (GR) dies mit Fokus auf die Nachkommastellen zeigt.[]

Bemerkung: Fiir b € |1, 2[ ist die Entwicklung nicht mehr eindeutig, da zwei fiir die Dualdarstellung vorgese-
hene Ziffern (0 und 1) verwendet werden miissen: Die Beschrankung auf eine Ziffer ist nur fiir die Basis b =1
sinnvoll. Fir b > 2 kann Eindeutigkeit hergestellt werden wegen (1 - b™)/(1 - b1) < 2, wobei
n € N die Anzahl der Nachkommastellen von r bezeichnet. Minimalitdtssatz und am haufigsten im Binarsys-
tem arbeitende Digitalrechner erkldaren die Wahl von 2 als Basis.
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Definition: Sei B = {0, 1} die Boolesche Menge. Dekrementund Inkrementvon a € C werden d := a — 1 bzw.
a = a + 1 notiert und der Kehrwertvon u € C* ist @i := 1/u. Gesprochen werden sie "a dek", "a ink" und
"Kehr u". Ferner werden @ := 2a, d := a/2 und a- := —a "doppelt a", "halb a" bzw. "a neg" gesprochen. Der
Logarithmus von a € “C \ ®R<o zur Basis b € ®Rx>o wird mit »a notiert und gesprochen "b log a". Gilt o € {v,
w}und §* = §*1, seien°S:=SN [-0,0] fir SC R,°C:=°R+°RcCund°S:=Sne°CfirScCA

Definition: Es gibt 0 den maximalen Betrag der Zahler und t den der Nenner aller s € ¢S < C an. Die Mengen
Mg := @R \ YR und Mc := Mg + MR enthalten die mittendlichen Zahlen. Bei reellen Mengen kann der Index r
entfallen. Enthalten zwei Mengen die gleichen Elemente, heifien sie genau dann gleich (Extensionalitit). Die
Menge Y heifdst Vereinigung der Menge X, wenn sie genau die Elemente der Elemente von X als Elemente ent-
hélt. Die Potenzmenge der Menge X ist P(X) :={YV: Y € X}.A

Bemerkung: Fiir Teilmengen von S gilt dies analog. Mit T :=°S € {@, {0}} gilt T+ T € T oder sogar T - T € T.
Die Mengen @S enthalten nur nicht-unendliche Elemente. Die Mengen VS entsprechen den herkémmlichen
Mengen S. Die mittendlichen schliefden die Liicke von endlichen zu unendlichen Mengen.

Extremalsatz: Jede lineare Ordnung besitzt sowohl ein maximales als auch ein minimales Element, da alle
anderen Konstellationen auf einen Widerspruch zur Totalitat bzw. zu Obigem fiihren.[]

Bemerkung: Die suggestiven Begriffe Kompaktheit und (die eventuell irrefithrende) Abzdhlbarkeit werden
nicht verwendet, da sie bei unendlichen Mengen wie R (s. u.) bzw. N nicht vorliegen. Erst die eindeutige Kon-
struktion einer mitt- oder unendlichen Menge erlaubt deren Anzahl an Elementen korrekt zu bestimmen und sie
auf ©N als Basis zu beziehen. Bei mehreren Konstruktionsmoglichkeiten wird die plausibelste ausgewahlt. Die
Relation € istirreflexiv und asymmetrisch, € hingegen Teilordnung.

Inklusionssatz: Weder enthailt eine nichtleere Menge sich selbst oder ihre Potenzmenge, noch lasst sie sich
bijektiv auf ihre echte Teilmenge abbilden.

Beweis: Jede Menge unterscheidet sich von ihren Elementen, da sie letztere umfasst. So ist @ # {@}. Ihre Diffe-
renzmenge weist die Elemente mit fehlendem Partnerelement fiir die Bijektion auf.[]

Folgerung: Dies widerlegt insbesondere Dedekind-Unendlichkeit und Cantors erstes Diagonalargument, da
N eine echte Teilmenge von R ist. Ein Verlagern nach hinten der vorne ausgeschlossenen Zahlen macht das
zweite haltlos. Gleiches gilt fiir das Cantorsche, das Russell-Zermelosche und das Banach-Tarski-Paradoxon.
Hilberts Hotel widerlegt die Translation, die aus einer unendlichen Menge immer herausfiihrt wie die Nach-
folgerabbildung s: “N — *N* U {w} aus @N. [J

Definition: Zyklenfreiheit bezeichnet die Abwesenheit zyklischer Folgen von Mengen, bei denen jeweils eine
als Element in der vorangegangenen enthalten ist. Ersetzbarkeit bezeichnet den méglichen Ubergang von ei-
ner Menge X bei einer eindeutigen Ersetzung jedes Elements von X durch eine beliebige Menge. Enthalt die
Menge Y genau ein Element aus jedem Element von X (Forderung der Auswahlbarkeit), heifdt sie Auswahl
aus einer Menge X von paarweise disjunkten nichtleeren Mengen.A

Fundierungssatz: Wird X := {xm : x0 := {0}, X := {x1} und xn+1 := {xn} mit m € *N und n € ©Nx,} gesetzt,
garantiert erst die Forderung des Fundierungsaxioms Zyklenfreiheit, dass jede nichtleere Teilmenge X € Y
ein Element xo enthélt, sodass X und xo disjunkt sind.

Bemerkung: Mit xw := {xo0} statt x. := {x1} ist X eine unendliche Kette. Alle Definitionen oben legen die hier
vertretene Mengenlehre fest, die ohne echte Klassen und Wohlordnungen auskommt, da nur sinnvolle Men-
gen betrachtet werden. Die existierende Menge W aller Welten ist unverdnderlich, weil sie sonst der Voll-
standigkeit widersprache. Dies bedeutet jedoch nicht, dass Veranderungen in den Welten nicht existieren
oder alles determiniert ist. Hierbei hilft es die Zeit raumlich zu betrachten.

Lemma: Wegen ¥m < 1 < a fiir alle m € '"N und a € VR>1 ist das Archimedische Axiom ungiiltig.[]

Archimedischer Satz: Es gibt ein m € YN mit a < bm genau dann, wenn mit a, b € R>o fiir a > b zumindest a <
bv gilt, da v = max *N ist.[]

Behauptung: Das Cantor-Polynom P(m, n) := ((m + n)? + 3m + n)/2 bildet *N2 bijektiv auf N ab.
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Widerlegung: Es gilt P(w, ®) = ®® > w = max *N.[J

Bemerkung: Ebenso wird die Fueter-Poélya-Vermutung widerlegt. Wird die Menge ®N2 durch {(m, n) € ®N2:
m+n < k € *N} mit k(k + 3) = & ersetzt, gilt die Behauptung. Da es unendlich viele Mengen mit Anzahl der
Elemente zwischen |'N| und |VR] gibt, ist auch die Kontinuumshypothese falsch.

Definition: Die Summe p(z) = +;(n:0akzk mit z € C und m € N* heifst m- Polynom, falls die Anzahl der Koef-
fizienten mit bspw. ax € °Z oder akx € ®Z und k € N<n und ax # 0 endlich ist, sonst m-Reihe. Es heifdt deg(p)
= fiir ax # 0 der Polynom-bzw. Reihengradvon p. Fiir das Nullpolynomp = 0 sei deg(p) := -1. Eine p(z)
auf null setzende Zahl z € C wird als Nullstelle und m-algebraische Zahl (AZ) bezeichnet. Ist p(z) das Mini-
malpolynom von a@ € C mit 0 # p(a) = 0, so gelte min |p(2)| = |p(a)|.A

Definition: Die Mengen dazu heifden A := ™Ap im reellen Fall und ™R¢ 2 ™A¢ D 'R D ™Z¢ D ™N¢ im
komplexen. Fir adegp) = 1 ergeben sich m-ganzalgebraische Zahlen. Die weder ein m-Polynom noch eine m-
Reihe auf null setzenden z € C heiflen m-transzendent und bilden die Mengen T := ™Tr im reellen Fall und
mT¢:= (T + A) U (A + T) im komplexen. Fiir m := v liegt herkémmliche Transzendenz vor.

Definition: Fiir K € {C, R} heifSen zwei verschiedene Punkte x und y einer Teilmenge M € K" mit n € N* benach-
bart wenn mit der euklidischen Norm ||-|| fiir alle Punkte z € M gilt: ||x — y|| < max(||x — z||, |ly — z||). Haben
alle benachbarten Punkte von M € K" den Minimalabstand h € Rxo, wird M als h-homogen mit der Notation
h-M bezeichnet. Im Fall h = ¢ heifdt M /iickenlos. Es gilt die Isomorphie C* = R*®. A

Definition: Sei uf == (u, ..., u)T € K. Es wird ul» "u rep n" gesprochen. Existiert zu jedem x € K" ein Punkt
y € M mit ||x — y|| =1, heift M € K dichtin K~ Fiir das punktsymmetrische K" zu K" ist ein n- Wiirfel mit
Seitenlidnge o durch °R" := X}_,°R gegeben und eine n-Kugel durch R mit Radius o. Sei U die Fuzzy-
Menge, Q die Menge der Quaternionen, O die der Oktonionenund S die der Sedenionen./\

Bemerkung: Das h-Homogenisieren tragt h vom Ursprung ausgehend in jeder Dimension ab. Zwischen Zah-
len liegende Elemente sind auf die nachstgelegenen h-homogenen Elemente zu runden. Hierbei geben die
Logarithmen zur Basis 2 (s. Nichtstandardanalysis) 2v, 2w und i die maximale Anzahl der Vor- wie Nach-
kommastellen der Elemente von ¥-VR, @-“R und (¢-)R an.

Hauptsatz der Mengenlehre: Die Menge R ist ein maximaler, linear geordneter, abgeschlossener, kontinu-
ierlicher und i-homogener Korper mit |R| = 22 + 1, da h-homogenisierte Elemente mit Abstand ¢ Kontinu-
itat garantieren, obwohl der genaue Wert von ¢ unbestimmt ist.[]

Bemerkung: Somit existieren irrationale Zahlen nicht und N, Z, R sowie C sind h-homogen: das Erdés-Ulam-
Problem ist geldst. Da die Rekonstruktion reeller Zahlen mit notwendig periodischer Bruchentwicklung ein-
deutig ist, schrankt die h-Homogenitat nicht wesentlich ein. Eine vollstindige Homogenitat (d. h. in allen
Richtungen) héherdimensionaler reeller Riume ist nicht méglich, wie eine einfache Uberlegung zu Kreisen
bzw. Kugeln zeigt — auch bei Aufrollen eindimensionaler Raume.

Folgerung: Fiir jede nicht-leere Menge lasst sich eine lineare Ordnung definieren.[]

Bemerkung: Anders als herkommlich (vgl. [1072], S. 33) lassen sich jeweils unmittelbare Vorganger und
Nachfolger angeben. Anschaulich ist dies ein Auffiddeln von Perlen zu einer Kette, wobei die Anzahl der Di-
mensionen unerheblich ist. Die lineare Ordnung einzelner Punkte kann fiir den R* mit n € N* bspw. Dimen-
sion fiir Dimension geschehen: Die Gesamtlange der Kette betrdgt dann ¢ |R|". Eine andere lineare Ordnung
ist die bei 0T» beginnende spiralférmige nach der euklidischen Norm der einzelnen Punkte.

Bemerkung: Die Mengenlehre insgesamt ist natiirlich umfangreicher, da hier nur wesentliche (neue) Gedan-
ken prasentiert wurden. Nur bése Zungen behaupten, dass falsch sei, was an der Cantorschen Mengenlehre
nicht trivialerweise richtig ist. Fest steht jedoch, dass letztere in weiten Teilen nicht aufrechterhalten werden
kann, aber trotzdem noch geniigend interessante Ideen enthalt, die weiterverfolgt werden sollten. Eine ndhere
Wertung soll hierbei allerdings aus Gerechtigkeitsgriinden unterbleiben.
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Nichtstandardanalysis

Vorbemerkung: Im Folgenden gelten die Definitionen aus Mengenlehre sowie Topologie und es sei zumeist
m, n € ®N*, Die Integration und Differentiation in beliebigen stets nicht-leeren Teilmengen A von (K" wird
untersucht. Das Abbildungskonzept verlangt, jedes aufierhalb der Bildmenge abgebildete Element durch
das jeweils niachste der Zielmenge zu ersetzen, im Fall der Nichteindeutigkeit durch Auswahl eines von
ihnen. Das Folgende lasst sich leicht auf andere Mengen und Normen verallgemeinern.

Definition: Die Abbildung [|]|: V = @Rx0 mit V Vektorraum iiber (K heifst Norm, wenn fiir alle x, y € V
und alle A € @K gilt: ||x|| = 0 = x = 0 (Definitheit), || Ax|| = |A|||x|| (Homogenitif) und ||x + y|| < ||| + [lyll
(Dreiecksungleichung). Die Dimensionvon V als der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Vektoren wird
mit Dim V bezeichnet. Die Normen |||l und ||-||» heifden dquivalent wenn nicht-infinitesimale s, t € VR>o
existieren, sodass s||x||, < [IX|[, < tl|x]l}, fur alle x € V gilt. A

Satz: Sei N die Menge aller Normen in V. Diese sind genau dann dquivalent, wenn ||x||,/||x||, fiir alle ||-||q,
[I-ll> € N und alle x € V* endlich, aber nicht infinitesimal ist.

Beweis: Es werde s := min {||x[|,/|Ix|ly: x € V*¥} und t := max {||x||../||x]lp: x € V*} gesetzt.L]

Definition: Fiir die charakteristische Funktion gelte ya(a) :=1fira€ Aund ya(a) :=0fira€ A.In ' R:==R
U {-00, o0} lasst sich mit co > 12 wie mit einer Konstanten rechnen. Sei sgn(z) := Z|z|xc*(z) fiir komplexe z und
sgn(x) := X|x|xz*(x) fir reelle x. Der Flacheninhalt oder halbe Umfang von 1R2 ergibt die Kreiszahl m. Die
Losung von x* = -1 sei die EFulersche Zahl e. Dann definiert e"z = z eine LogarithmusfunktionIn und die Po-
tenzfunktion zs = ez mit s, z € C. Die Exponentiationlasst sich so (formal) festlegen.A

Bemerkung: Das Ersetzen von +0 durch +& macht Berechnungen eindeutig und widerspruchsfrei. Die Defi-
nition von e ist O(V) grofler als die durch (1 + V)” (Rechnen mit Naherungen!): Die exakt differenzierte Ex-
ponentialreihe mit mdglichst vielen Gliedern rechtfertigt erstere.

Definition: Die Funktion pn: A = Rxo fiir eine m-dimensionale Menge A € (®C" mit h € R>o kleiner gleich
dem Minimalabstand der Punkte in A, m € ®N_; und pr(A) := |A| k™ sowie pn(@) = |@| = 0 heifdt exaktes h-
Magvon A und A h-messbar. Das exakte Standardmafs sei \. (ggf. ohne Angabe von 1).A

Bemerkung: Da die Vereinigung A paarweise disjunkter h-homogener Mengen A; mit i € [ € N offenbar
additiv und eindeutig py(A) = =g uy (A;) ergibt, wird das Maproblem neu positiv beantwortet. Die
strenge Monotonie folgt fiir h-homogene Mengen A1, A2 € @K" mit A1 € Az aus pr(A1) < pr(Az2). Ist h nicht
bei allen betrachteten Mengen A; gleich, so wird das Minimum von allen h gewahlt und homogenisiert wie in
der Mengenlehre beschrieben. Im Folgenden sei ||-|| die euklidische Norm.

Beispiele: Besteht A c [0, 1[* aus Punkten mit kleinstwertigem Bit 1 (0) in allen n € ®N* Koordinaten, so gilt
w(A) = 2. Da A eine unendliche und herkémmlich nicht abzihlbare Vereinigung einzelner Punkte ist ohne
Nachbarpunkte aus [0, 1[* in A und diese Punktmengen Lebesgue-Nullmengen darstellen, ist A nicht Lebes-
gue-messbar, wohl aber exakt messbar. Dichter zusammengeschobene Gebiete aus (@K haben keine klei-
nere (grofiere) Durchschnittsmenge (Vereinigungsmenge) als zuvor.

Bemerkung: Das exakte h-Mafd misst optimal, da es nur die NRen eines Punktes berticksichtigt, d. h. im Ext-
remfall die Abstande der Punkte parallel zu den Koordinatenachsen. Begriffe wie o-Algebra oder Nullmen-
gen sind entbehrlich, da die leere Menge @ die einzige Nullmenge ist.

Definition: Die irreflexive symmetrische NR B € A% beschreibt benachbarte Punkte in A. Die Funktion y: C
— A € C" mit einem h-homogenen € € R und infinitesimalem h heifdt Weg wenn ||y(x)-y(y)|| fiir benachbarte
x, ¥ € C infinitesimal ist und (y(x), y(y)) € B gilt. Sei zo € A € K" und f: A - ®K™ NRen werden stets als
(Vorgédnger, Nachfolger) in der Form (zo, “zo) oder (*zo, zo) notiert, wobei ™ "post” und ¥ "pra" gesprochen
und B nicht explizit erwdhnt wird, sofern es aus dem Zusammenhang klar ist.

Definition: Gilt fiir infinitesimales o € @R>o die Beziehung ||f("zy)-f(z)|| < o, heiflt f a-nachfolgerstetigin
zo in Richtung ~zo. Spielt der genaue Betrag von o keine Rolle, darf o weggelassen werden. Ist f fiir alle zo und
~zo a-nachfolgerstetig, so handelt es sich schlicht um a-Stetigkeit. Hierbei heif3t a der Grad der Stetigkeit.
Gilt die Ungleichung nur fiir a = ¥, handelt es sich schlicht um (Nachfolger-) Stetigkeit. A
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Beispiel: Die Funktion f: R — {£1} mit f(x) = 1% ist in R nirgends nachfolgerstetig, wohl aber ihr Betrag
(vgl. Zahlentheorie). Hierbei ist x/1 aufgrund der .-Homogenitat von R ganzzahlig. Wird f(x) = 1 fiir endliche
Briiche x gesetzt und = -1 andernfalls, so ist f(x) in den unendlichen Briichen x teilweise -nachfolgerstetig
im Gegensatz zur herkdmmlichen Auffassung.

Beispiel einer Peanokurve (vgl. [739], S. 188): Sei g: “R — »R gerade, periodisch mit der Periode 2 und in
1:=10, 1] gegeben durch g(s) = (1,3 (%) + x;3,3;(3) (3s-1). Die Funktion ¢: I - “R? sei definiert durch

0()=(Fio2'g(4%), +i-o2g(4715)).

Die Funktion ¢ ist mindestens stetig, da die Summen lokal letztlich lineare Funktionen in s sind. Dass sich
so I bijektiv auf /2 abbilden lief3e, ist ein Irrtum: die Viererpotenzen in der Funktion g und die von g ange-
nommenen Werte 0 und 1 in zwei Teilintervallen diinnen /2 so stark aus, dass eine Bijektion unmaoglich ist.
Den Beweis auf endliche Briiche zu beschranken, ist schlicht unzureichend.

Definition: Fir f: A - @IKm heifdt I~ f(z) := f("z)- f(z) Nachfolger-Differentialvon f in Richtung ~zin z €
A. Ist Dim A = n, so steht l~ f(2) fiir eine Nachfolgerableitung in jeder Variablen. Gemischte Differentiale
werden durch mehrere Pfeile gekennzeichnet. Sind sie unwichtig, werden sie weggelassen. Gilt f(z) = z,
lasst sich L~z statt L~ f(2) schreiben. Klare A oder B bleiben unerwahnt. A

Definition: Hierbei wird | "ab" gesprochen. Gilt |f("x) - f(x)| > @ fiir ein x von f: A € *R - ©R, so heifdt x
Sprungstelle. Ist der Betrag des Nachfolger-Differentials von f in Richtung "z in z € A kleiner als a und infi-
nitesimal, so ist f dort auch a-nachfolgerstetig. Eine (unendlich) reellwertige Funktion f: A € (@WKr — «R
heifst konvex (konkav) (in Zeichen f € Con(A)), wenn ihr Graph unterhalb (oberhalb) oder auf jeder Ver-
bindungsstrecke zweier seiner Punkte liegt. Kann "oder auf” entfallen, gilt dies streng. /A

Satz: Mit A € (@WK~ sind alle f € Con(A) a-nachfolgerstetig und nachfolgerdifferenzierbar.[]

Definition: Die m arithmetischen Mittel aller fx("z) von f(z) bilden die m gemittelten genormten Tangen-
tialnormalenvektoren von m eindeutig bestimmten Hyperebenen, die die mn stetigen Ableitungen fiir die
Jacobi-Matrix eines nicht unbedingt stetigen f liefern. Die Hyperebenen werden dabei so angesetzt, dass sie
jeweils durch fr("z) und das nach 0 translatierte f(z) gehen. Den Betrag ihrer Koeffizienten minimiert ein
sehr einfaches linear l6sbares lineares Programm (vgl. Lineare Optimierung).A

Definition: Die Nachfolgerableitungin Richtung ~zi von F: A » @K in z = (21, ..., zn) € A € @K mit k € N2,
ergibt sich als
L~ F(z)  F(zy, .., "2, e, 2)-F(2)

»Lm Zy mZk'Zk

Definition: Die Ableitung einer Funktion f: A - (@R mit A € (R sei genau dann 0, wenn 0 im Intervall mit
den Grenzen der exakten Vorginger- und Nachfolgerableitung liegt oder wo f unstetig ist. Differenzierbar-
keit ist also immer gegeben. Sei num(x) = p € Z die Zdhlerfunktion und den(x) = |q| € N* die Nennerfunk-
tionvonx =p/q € Rmitp L gq.

Gilt mit den Bezeichnungen von oben fiir eine Funktion f = (f1, .., fn): A > (@WK mitz € A € (@WK~

(F(”zl,zz, v Zn)-F(z2g, .0szy)  F(zg, e 2n1, "20)-F(zq, ...,zn)> 3 (la F,(2) la Fn(z)>

~721-21 T 2Ty lazy 777 sz,

f(z) =

’

so heilt f(z) = V F~(z) mit dem Nabla-OperatorV die exakte Nachfolger-Ableitung F ™ (z) bzw. der exakte
Nachfolger-Gradient grad F~(z) der dann in Richtung ~z exakt differenzierbaren Funktion F(z).

Gilt dies fiir alle z € 4, so heifdt F exakt differenzierbare Stammfunktion (SF)von f. Die Ubereinstimmung
der Ableitungen in allen Richtungen heif3t Holomorphie. (A = vC und n = 1 machen F herkdmmlich holo-
morph). Auf einem Bereich D sei O(D) € C(D) € C der Ring holomorpherbzw. stetiger Funktionen./\

Kettenregel: Firx €A € @WR,BE A% f: A— C €S WR, D € (? g: C —» @R gilt bei Wahl von f("x) = ~f(x),
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g (f) = g (f))f .

Beweis:

. f("x))-g(f f("x)-f “f(x))-g(f . . .
g (1) =& (f(fg_f((x)(x)) (1) _ & ff’(‘g_f((x)(x)) £ = g (f00)F (0.0

Produktregel: Es gilt (fg) (x) = f(x)g(x) + f("x)g (x) = f (x)g("x) + f{(x)g (x) .
Beweis: Addition und Subtraktion im Zahler von f("x)g(x) bzw. f(x)g(~x).

Quotientenregel: Seien die Nenner der folgenden Quotienten nicht 0. Dann gilt:

(f>' o) = f (x)g(x)-f(x)g (x) _ f()g("x)-f("x)g (%)
g g(x)g("x) g(x)g("x) '

Beweis: Addition und Subtraktion im Zahler von f(x)g(x) bzw. f("x)g(~x).

Bemerkung: Hierbei miissen die Argumente und Funktionswerte einer kleineren Unendlichkeitsstufe als 1
angehoren sowie f und g in x € A hinreichend (a-)stetig sein. D. h. « muss klein genug sein, um ~x durch x
ersetzen zu konnen. Analoges gilt fiir infinitesimale Argumente. Die exakte Ableitung der Umkehrfunktion lautet
f1'(y) = 1/f (x) aus y = f(x) und der Identitit x = f-1(f(x)) mithilfe der Kettenregel bei gleicher Genauigkeit.
Die Regel von de 'Hospital ist fiir (a-)stetige Funktionen f und g sinnvoll und ergibt sich fiir f (v) = g(v) = 0 mit
v € A sowie g("v) # 0 aus

) _ fC-fv) _ W)

gV T V™ T g~ W

Bemerkung: Wo der Quotient definiert ist, lasst sich im (herkdmmlich) (unendlich) reellen Fall die exakte

Ableitung alternativ auch tiberall

FL(v) = 1220

v-v

setzen. Vor allem wenn "v - v = v - “v ist und die zusammengefassten Ableitungen gleiches Vorzeichen
haben, hat dies den Vorteil F_, (v) eher als "Tangentensteigung" im Punkt v aufzufassen, z. B. wenn F a-stetig
in v ist. Die Ubertragung ins (herkémmlich) Komplexe erfolgt analog.

Definition: Mit z € A € K" heifdt T,c5 f(z)1z = e f(2) ("z-2)

das exakte Nachfolgerintegral eines Vektorfeldes f = (f1, .., fn): A —> @K in A und f(z) exakt integrierbar.
Ist hierfiir mindestens ein Punkt aus A zu entfernen, so heiflt das exakte Integral uneigentlich. Hierbei wird T
"auf" gesprochen. Fiiry: G =[a, [N C > A S @WK, C € Rund f = (f1, .., fn): A > @K" heifdt

T, QLT = Tiee f(Y(®D))y (Dt

mit It > 0, "t € ]a, b] N € bei Wahl von ~y(t) = y(°t) wegen { = y(t) und 1"{=y("t) - y(t) = y'(t)!"t (z. B.
fir € = R, B maximal in ®C2 und D maximal in ®R?) das exakte Nachfolgerkurvenintegral (KI) eines Vek-
torfeldes f langs des Weges y. Uneigentliche exakte Kle werden analog den exakten Integralen definiert, ohne
das Entfernen von Intervallendpunkten von G zuzulassen. A

Bemerkung: Das (lineare) exakte KI erfordert kein stetiges f, existiert immer und stimmt mit dem her-
kommlichen KI auf WK weitgehend {liberein. Es ist im (herkémmlich) (unendlich) reellen Fall monoton.

Satz, der den von Froda verbessert: Eine monotone Funktion f: [a, b] — R hat maximal 2w? - 1 Sprungstel-
len, da zwischen - und w sind maximal 2w?2 Spriinge von @ moglich und die Funktion aufier an den Sprung-
stellen wie eine Treppenfunktion ihre Werte halten kann.[]

Zwischenwertsatz: Sei f: [a, b] = @R a-stetig in [a, b]. Dann nimmt f (x) fir x € [a, b] jeden Wert zwischen

min f(x) und max f(x) mit einer Genauigkeit < o an. Ist f in R stetig, nimmt es jeden Wert von VR zwischen
min f(x) und max f(x) an.
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Beweis: Mit jeweils f(x) als Mittelpunkt existiert zwischen min f(x) und max f(x) eine liickenlose Kette
von sich liberlappenden a-Umgebungen, da sonst ein Widerspruch zur a-Stetigkeit von f entstiinde. Der
zweite Teil der Behauptung folgt aus der Tatsache, dass eine Abweichung |f("x)-f(x)| < ¥in "R die herkémm-
lich maximal zugelassene Auflosung unterschreitet.[]

Bemerkung zum Satz vom Minimum und Maximum: Die stetige Funktion f(x) := ® sin(wx) nimmt fir x €
[-1, 1] die Minima - ® und die Maxima @ als unendliche Werte an.

Beispiel: Die i-stetige Funktion f: @R - {0, (} mit f(x) := ((1¥/* + 1) besitzt nur die lokalen Minima 0 bzw.
lokalen Maxima 1 sowie die links- bzw. rechtsseitigen exakten Ableitungen +1.

Beispiel: Mit g = den(x) und f(x) := xor(x)i94/q, hat f: [0, 1] - [i, -{] die beiden relativen Extrema +{ (vgl.
[763], S. 24).

Definition: Fiir alle x € V eines h-homogenen n-Volumens V < [ai, bi]X..X[an, bn] S @R" mit
B = B1X..XBn, Bk € [ax, bk]? und |{xx| = h fiir alle k € N, heilt mit f(x) := 0 fiir alle x € @R\ V

Teev FOOIX = Teey FEOL (X, o) Xp) =00 o ToL F(X) 1y by
das exakte Volumenintegraliber eine dann volumenintegrierbare Funktion f: @R —» @WR.A
Bemerkung: Die Isomorphie von C und R? liefert im Komplexen Entsprechendes und Tycy 4x == pp (V).
Beispiel: Mit dem exakten Volumenintegral im Gegensatz zum Lebesgue-Integral erfiillt
Ifllp = (Txev IFGONIPIx)P
fiir beliebiges f: WR" - (@R und p € [1, w] alle Eigenschaften einer Norm, auch die Definitheit.

Beispiel: Sei [a, b[ N h*Z # @ eine h-homogene Teilmenge von [a, b[ N ®“R mit B € [a, b[ N h*Z X ]a, b] N h*Z.
Sei ferner T eine SF von einer in [a, b[ N h*Z nicht notwendig konvergenten Taylorreihe (TR) t und f(x) :=
t(x) + £ 1¥/" mit herkémmlich reellen x und € > ¥. Fiir h = ¥ ist f weder stetig noch herkémmlich differenzier-
bar bzw. integrierbar in [a, b[ N h*Z, aber es gilt exakt fiir alle h

f(x) = t'(x)-Ixe1¥/"
und -
Txefaplnhoz fX)Ix = T(b)-T(a) + ¥(13/h-1°/M).

Beispiel: Die herkdmmlich nicht messbare Mitteldrittel-Cantormenge Cz hat das Maf p.(C3) = 3°“. Sei die Funk-
tion ¢: [0, 1] - {0, 3} definiert durch ¢(x) = 3®xc, (x). Dann gilt

Teeror) COOLX = Fyg cOIx = 391,(C3) = 1.

Definition: Eine Folge (ax) mit Folgengliedern ax ist eine Abbildung von @Z nach C™: k + ax. Eine Reiheist
eine Folge (sx) mitm € (WZ, dem Konvergenzradiusr und den Partialsummen sy = +]k:m a;. Eine Folge (ax)
mit k € @N*, ax € @C und o € ]0, V] heit a-konvergent gegen a € ()C, wenn es ein m € @N_, gibt, sodass
|ak - a| < a fiir alle ax und nicht zu kleinem k - m gilt. Die Menge «-A aller solchen a heif’t a-Grenzwertmenge
von (ak), der aus ihr (z. B. als letzter oder Mittelwert) bestimmte eindeutige Reprasentant a-Grenzwert o-
a. Fur speziell a = 0 ergibt sich eine Nullfolge. Gilt die Ungleichung lediglich fiir a = V, so darf o- entfallen.
Meistens wird k maximal und a minimal gewahlt. A

Bemerkung: Herkdmmliche Grenzwerte sind kaum genauer als O(®). Ihre tatsdchliche Transzendenz oder
Algebraizitat wird selten beachtet! Um die Relevanz ausschliefdlich des grofiten Indexes zu vermeiden (vgl.
[813], S. 144), ware in der herkdmmlichen Formulierung zu ergédnzen, dass sich stets unendlich viele bzw.
fast alle Folgenglieder mit beliebig kleinem Abstand zum Grenzwert und nur endlich viele mit gréof3erem
finden lassen. Erst dann gilt das Monotonieprinzip (vgl. a. a. 0. S. 155).
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Bemerkung: Der Hauptsatz der Mengenlehre macht die Darstellung jeder positiven Zahl durch einen ein-
deutig bestimmten unendlichen Dezimalbruch haltlos (vgl. S. 27 f.). Wird € := ~0 gesetzt, werden alle Be-
weise falsch, die fiir € € (®R>o - speziell fiir alle e € MR>o — behaupten, dass eine reelle Zahl €F mit reellem r
€ (@WR>1 existiere. Andererseits kann ein infiniter Regress entstehen. Die €8-Definition des Grenzwertes
(fragliche Existenz von §, S. 235 f.) benétigt € als ein gewisses Vielfaches von ~0.

Bemerkung: Dies gilt auch fiir die £8-Definition der Stetigkeit (vgl. S. 215). Die jeden reellen Wert verdop-
pelnde reelle Funktion entbehrt gleichméafiger Stetigkeit, da sich generell 6 := ~0 und € entsprechend gro-
Ber setzen lasst. Erfiillen zwei Funktionswerte die Bedingungen nicht, dann ist die Funktion dort auch nicht
stetig. Also ist Stetigkeit bei Wahl des grofdten von allen giiltigen infinitesimalen € zur gleichmafiigen dqui-
valent. Die Aquivalenz zur Hélder-Stetigkeit ebenso leicht zeigen.

Bemerkung: Hier ist ggf. eine unendliche reelle Konstante zuzulassen. Das Gleiche gilt fiir gleichmafiige Kon-
vergenz, da sich als alles erfiillender Index das Maximum der Indizes wahlen lasst, der fiir jedes Argument
gilt. Hier reicht stets @ aus. Andernfalls fehlt auch die punktweise Konvergenz. Also ist gleichmafdige Konvergenz
bei Wahl des grofiten von allen giiltigen infinitesimalen € zur punktweisen dquivalent.

Satz von Fubini: Fir X, Y € (WK mit f: XXY - @K ergibt ein Umordnen der Integralsummen

TyTx f(x, yIxly =Txuy &y y) =TTy f(x, y)ydx. O

Beispiel: Mit ri := x? + y? ergibt sich gemaR dem Spétesteinsetzungsprinzip (s. u.)
d b
Nabix[cd[ FEr2L(xy) = 18 FEleL =-1d fﬁxly|a = arctan%—arctan% + arctang-arctang
das ggf. uneigentliche Integral

I(a,b) =Ty p2 Fir2l(x,y) = arctang-arctang + arctang-arctang =T-t=0
und nicht

1(0,1) :=1513 #r2lylx =15 X

l ~
by =3 # 5= - 15 =5 =161 FirZixly = 1(0,1).

1+y?

Vertauschungssatz: Vollstdndige (transfinite) Induktion erweist das Ergebnis mehrfacher Ableitungen ei-
ner Funktion f: A - (WK als unabhingig von der Reihenfolge, solange erst zum Schluss Variablen durch
Werte ersetzt oder Grenzwerte gebildet werden, falls erforderlich (Spatesteinsetzungsprinzip).[

Beispiel: Fiir f: ®R2 - @R, £(0,0) = 0 und f(x, y) = F2xy3 gilt mit r3 = x* + y*:

- 12f
=2 (y® + 6x%y*-3x*y?) = Tyix

12f
Ixly

mit Wert 2 an der Stelle (0, 0), obwohl nachfolgend fiir x = 0 links y und fiir y = 0 rechts 0 steht in

If

Mo Fr2yd 2 7 (xy* + 3x%y?) = v

Ix
d. h. dann ergibt links die Ableitung nach y den Wert 1 # 0, welches die nach x rechts ist.
Erster Hauptsatz der exakten Differential- und Integralrechnung fiir Kle: Die Funktion F(z) = T, f({)L{ ist

mity: [d,x[NC>AC WK CCSR, f:A-> K, deG=][a b[NCbei Wahl von y(x) =y("x) exakt diffe-
renzierbar und es gilt F'(z) = f(z) fiir alle x € G und z = y(x).

Beweis: LF@) = Teejan nc FY®)Y O Teegaxinc (YO)Y Ot = T f(y(0) 00y
= (YO @x = (E)(YRYE) = f2)la0

Zweiter Hauptsatz der exakten Differential- und Integralrechnung fiir Kle: Mit y: ¢ —» K gilt wie oben vo-
rausgesetzt

F(y())-F(y(@) = 1, F (DT
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Beweis: F(y(0))-F(v(@) = +Fiee F("y(®)-F(¥(9) = Feec F (v®) ("v®-v(®)
= e FYOQ)Y©OL = 1, F@QL.

Korollar: Ist y dartiber hinaus ein geschlossener Weg (GW) mit SF F, gilt T, f({){¢ = 0.

Integralformel: Damit ist fiir f: A = @C und den GW y([a, b[) € A = C genau dann (s. u.) f(z) indy(z) =
ﬁTy (zf(Q)17, wenn aus g(¢) = (-z(f(Q)-f(z)) folgt, dass T, 8(OL¢ = 0 gilt.L]

Bemerkung: Dies trifft insbesondere zu, wenn g auf y([a, b[) eine SF besitzt. Beide Hauptsatze gelten im
herkémmlich reellen Fall analog. Fiir u, v € G, u # v und y(u) = y(v) ist “y(u) # ~y(v) erlaubt.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe impliziert i:zl(ﬁ-oo) = 2.

Definition: Nach der Trapezregelsei "1,¢ f(2)1z := +,ca 2(f(2) + £("2)) ("z-2).

Nach der Mittelpunktregelsei M1, f(z)1z == +,cp f(?(z + "z)) ("z-z). A

Bemerkung: Im ersten Hauptsatz wird die Ableitung LF(z)/ |z verschirft zum arithmetischen Mittel 2(f(z)
+ f(°z)) bzw. zu f(2(z + "z)), im zweiten Hauptsatz F(y(b)) - F(y(a)) zu 2(F(y(b)) + F(°y(b))) -
2(F(y(a)) + F(™y(a))) bzw. zu F(2(y(b) + <y(b))) - F(2(y(a) + ~y(a))). Hierbei ergeben sich im hinrei-

chend a-stetigen Fall von f bzw. von F am Rand nahezu die urspriinglichen Resultate.

Leibnizregel fiir Parameterintegrale: Fir f: @K > WK, a, b: @WKt » @K, ~x := (s, x2, .., xn)T und
s € @WK\ {x1} gilt bei Wahl von ~a(x) = a("x) und ~b(x) = b("x)

l (Tla)(()):)) f(X, t)lt) = (Tb(X) lf(X,t)lt) + lb(X)f(rNX' b(x))_la(x)f(mx‘ a(X)).

Ix1 a(x) “Ix; Ixq Ixq
i L rab(x) _ (rb(®x) o~ b(x)
Beweis: e (Tago fG D) = (130250 Fx D= T30 £ D) /dxy

_ ((Tg((:)) (F("x, ©-F(x, ©)IE) + Thegy? F(™x, )L 129 f(™x, t)lt) /1x,
= (1559 400, + 2Of(™, b(x))-2f( "y, a(x)). I
X1

a(x) Ixy Ix1

Anmerkung: Die Integration im Komplexen erlaubt einen Weg mit Anfangs- und Endpunkt als Integralgren-
zen. Ist “a(x) # a("x), so wird der letzte Summand mit (“a(x) - a(x))/(a("x) - a(x)) multipliziert. Ist “b(x)
# b("x), so wird der vorletzte Summand mit (“b(x) - b(x))/(b("x) - b(x)) multipliziert. Fiir folgende Bei-
spiele (vgl. [813], S. 540 - 543) sei jeweils n € ®N* und x € [0, 1]:

1. Die Folge fn(x) = sin nx/nZ strebt fiir n — w nicht gegen f(x) = 0, sondern gegen f(x) = ®2 sin wx mit
der (stetigen) Ableitung f'(x) = w? cos wx statt f'(x) = 0.

2. Die Folge fn(x) = x - fix" strebt fiir n — w gegen f(x) = x - Wx statt f(x) = x mit der (stetigen) Ableitung
f'(x) =1 -x®statt f'(x) = 1. Herkdmmlich ist fn(x) = 1 - x" unstetig im Punkt x = 1.

3. Die Folge fn(x) = nx(-%)" strebt fiir n = w nicht gegen f(x) = 0, sondern gegen die stetige Funktion f(x)
= wx(-%X)® und nimmt fiir x = & den Wert € an.

Transformationssatz: Existiert die Jacobi-Matrix D¢ (x), lehrt die lineare Algebra fiir f : @(4) - @R?und A <
oRn (vgl. [764], S. 519):
Tow) fLy =Ta fle())|det(De(x)) [ix. ]

Definition: Fiir einen GW vy: [a, b[ - @C und z € @ heifdt Ty (-z\{ Umlaufzahlbzw. Indexindy(z) € Z. Die
Koeffizienten a;-1 der Funktion f: 4 - @Cmit A € @C,n € N, aj, ¢j € @Cund f(z) = +]-n=0 +f:=_u, ajk(z-cj)k
sowie paarweise verschiedenen c; heifden Residuen res f.A

Residuensatz: Ausy und f wie oben ergibt sich & T, QL = +]-n=0 indy(cj)rescj f.
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Beweis: Fiir alle k € ©Z \ {-1} gilt +?:0 |Ty ajk(ﬁ-cj)qu =0und Ty aj‘_l(Z-cj)illZ = indY(cj)resCj f.0O
Definition: Die Richtung "z ergibt die zweite Ableitungvon f: A - @K in z € A € @K durch

12 f(z) _f(°("2)-2f("7) + (@)
(22 (I~ 2)?

Bemerkung: Hohere Ableitungen werden analog definiert. Jede Anzahl mn € @N fiir n € ®N* der durchgefiihr-
ten Ableitungen nach der n-ten Variable wird als Exponent hinter dieser notiert. Der im Zahler anzugebende
Exponent ist die Summe aller ma. Mit 1/(-1)! = 0 gilt dann fiir g wie f und p € ®N* die Leibnizsche Produkt-
regel:

(f)® = 41 inep (111)1) Fom g,

Beweis: Fiir p = 1 gilt die einfache Produktregel wie oben. Induktionsschritt von p nach p:

(fg)(p) ? +m+1+n=1:‘) ((p) + (II;)) f(rh)g(n) + +m+1+n=p (p) f(m)g(ﬁ) - +m+1+n=1:‘> (

P cm) 5 (m)
m m ‘)f g

m

\

N B o B e ® ) g(n
= ()" = (fg+1g)® = (Fg)™ + (fg)" = Fminsp (D) FWe™ .0

Satz von Taylor: Es gilt fir +,|[f™ (a)| > 9, f™(a) € ©C, g(2) = (z - a)®, |z-a| <Ewund z > a € ©C
f(z) = T, (2) = Fmeo mi! £ (a) (z-a)™.
Beweis: Aus der Regel von de L'Hospital folgt dann mit der Leibnizschen Produktregel

e @@ @Y% @90

- = R — — —~ (m)
f(z) g(z) g'(z) g(@(z) g@)(z) w! (fg)'(2)

und
() @) = Fminmo (o) ™ @™ (@) = g (@) Fpeo ™ (@) (z-2)™ .

Folgerung: Der zweite Hauptsatz liefert fiir das Restglied Ra(2) := f(2) - Tn(2) = f(a) + T2f (t)lt - Tn(2)
nach dem Mittelwertsatz mit & € «C(z) und p € N,

Ry (2) = 150! (z-)"f® (01t = pn! (z-5)"PF® () (z-a)P.
Induktionsbeweis mit partieller Integration und Induktionsschritt von n nachn (h = 0s. 0.):
f(z) = Ty(z) + n! (z-a)"f™ (@) + 12 n! (z-)"FD ()t = T, (2) + R,(z).O

Bemerkung: Es gilt (et - 1)/t = 1 = exp(0)’ und damit ley/ly = § aus ly/lx = y := e sowie lx» = le"e* =
nx"lx fiir n € ®N* nach der Produkt- bzw. Kettenregel. Einheitskreis und Dreiecke lassen leicht die Bezie-
hungen sin /1 = (cos t - 1)/t und cos /1 = -sin /1 einsehen. Damit gilt sin(0)" = cos(0) und cos(0)' = -
sin(0) sowie mit m € ®N und n = k der Satz von Moivre:

(cosz +sinz)” = e =1 4 +§=1(r71'! (mz)" + n! (mz)") = cos(mz) + sin(mz). O

Eulersche Sinusformel: Nullstellensatz und Identitatssatz (vgl. [472], S. 41) fiir Reihen sowie der Satz oben
liefern I'(2) = n? fiir die Gammafunktion I'(z) := w! w?/ Xy (z + k) mit z €C \ -'N entsprechend aus
e-1  eM-e™ sin(mz) yo (mz)" 7
e"fz @z 0 omz <0 nl r()r(-z)
da die & Nullstellen der linken und rechten Seite wegen e™ = 1 + sin 0 iibereinstimmen.[]

=Xp, (122/K2) =
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Folgerung: Damit ergibt sich das Wallis-Produkt zu W := +f=1 kz/(kz-zl) = Tt aus

r2?  owt®e? @G+D@-D? o it
2W  @+DI12 249012 ®4+1° A

Funktionalgleichung der Gammafunktion: Aus I'(2) = z['(z)w/(w + 2) und I'(1) := 1 folgt fiir hinreichend
kleine |z| durch partielle Integration I'(2) := 1§ t?etlt = zI'(z). Dies fiihrt mit z = 2 und der Substitution x
:= t2 auf die fiir die Statistik und Kugelberechnung wichtige Gleichung ¢ e*lx = 2n2.0]

Folgerung: Eine logarithmische Ableitung (s. [473], S. 324) ergibt die Gleichung 7§ Xsinx | x = 7t.[1
Stirlingformel: Mit ® = aw gilt die asymptotische Niherung 61 < e(u)!/ (ﬁu))i(éu))“’) < 0 fiira=12.

. . . ® (fw)24® 4@
Beweis: Logarithmieren von ( ) =~
W

w+2 (mw)2 (s.0) ergibt w! = d(ﬂm)i(cm)‘*’ mit ¢, d € VR>o0 aus

+$=1 el + 4 (o-ze(‘l'[(x)) = +§=w el = (De(b(l))'

wobei b € |1, 2[ ist. Die Indizierung cgj/c$ von c liefert ¢ = & und d2, /dg von d zeigt d = 22 auf. GR und TR (.
0.) des Logarithmus ergeben a =12 aus 0 = @ und 8-01 + 1 = (w + 2)(Bw) = H((1 + ¥)/(1-0)).0

Beispiel: Mit f(x) := +poq % ¢(1 + n2x?) gilt F(0) = 1@ = +7 | ¥ _| =47 1% .(1 + n??) = w = 0, wobei die

n=1 1+n2x2|0

Reihenentwicklung .x = i:zlﬁxn mit x € ]-1,1[ verwendet und gliedweise differenziert wurde.

Bemerkungen: Ist der Betrag von x € C von anderer Gréfenordnung als der von lx bzw. Ix, liefert

S(O)(X) = inng xm = (1-X-f‘)/)‘(
durch Ableitung

sWx) = + oy mx™® = (Ax-"-nx-1-1) /32

Obige Formeln wurden z. T. falsch berechnet. Letztere lasst sich fiir hinreichend kleine x und hinreichend, aber
nicht zu grofde n noch zu -x-2 vereinfachen und bleibt auch fiir nicht zu grofse x > 1 giiltig. Durch sukzessive
Multiplikation von s0(x) mit x fiir j € ®N* und anschliefSende Differentiation ergeben sich weitere Formeln
fiir sG+D(x) als Beispiele auch divergenter Reihen. Wird hingegen s(0)(-x) von 0 bis 1 integriert und n := w
gesetzt, so ergibt sich ein Integralausdruck fiir ew + y mit der Eulerschen Konstante y.

Die Regel von de 1'Hospital 16st den Fall x = -1. Uber die binomische Reihe ergibt die Substitution y := -
eine Reihe mit unendlichen Koeffizienten (die Reihendarstellung von .w sogar fiir y). Ein unzuléssig zu 1
vereinfachter Zahler von s®(x) kann zu falschen Ergebnissen fithren, insbesondere wenn |x| = 1 gilt. So ist
50 (=em) bspw. 0 fiir ungerades n und 1 fiir gerades n, aber nicht 2.

Satz: Genau dann, wenn F: A - @(C mit der Aufspaltung in Real- und Imaginérteil F(z) := U(z) + V(2) :=
f(x,¥) :=u(x,y) + v(x, y), infinitesimalem h = |lx| = [ly|, h-homogenem A € (), der NR B C AZ, fiir alle
z=x + y € Aholomorph ist, gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen:

lu Wwilv
- ly’ - ly

Beweis: Aus o+ —Z = %% - = U@ + {V(2) folgt direkt die Behauptung.L]

Bemerkung: Als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Holomorphie von F ergibt sich

\f ~(if lf)_lF_
==

l\)

F(Z)z_x ly Ix ly

Satz von Green: Fiir die NRen B € D2 mit h-Gebiet D € (@WR?, infinitesimalem h = [lx| = [{y| = |~y (t) - Y(t)|

= O(@™), hinreichend grofiem m € N* (x,y) € D, D-:={(x,y) €D : (x + h, y + h) € D}, einem im Gegen-
uhrzeigersinn durchlaufenen GW y: [a, b » dD bei Wahl von ~y(t) = y(°t) gilt mit t € [a, b,

© 1983-2024 by Boris Haase Seite 38 von 143



A S [a, b]? und hinreichend a-stetigen Funktionen u, v: D — ®R mit ggf. nicht stetigen Ableitungen lu/!x,
lu/ly, lv/lx und lv/ly:

Wl
Ty(ulx + vly) = T« pyep- (%5) L(x, y).
Beweis: Erwird nur fir D := {(x, ) : r < x <5, f(x) Sy < gx)}, r, s € @R, f, g : ID — @R gefiihrt, da das
jeweils um 7 gedrehte Aquivalent analog resultiert mit jedem h-Gebiet als Vereinigung solcher Mengen. Da
sich die fehlende Beziehung analog ergibt, beschrankt sich die Betrachtung auf

Tyulx = - T pyep lxy)
Unter Vernachlassigung der Teile von y mit {x = 0 zum KI wie von t := h(u(s, g(s)) - u(r, g(r))) gilt

Ty udx-t = T u(x, g(0))4x- 1 u(x, () dx = 13 1% j_‘y‘iyix = - Toyen- mtey) . O

Integrallemma von Goursat: Fiir das im Dreieck A € (©)C holomorphe f ohne SF gilt (vgl. [473], S. 149 ff.)

= Tos f(QIC = 0.

Widerlegung bestimmter herkommlicher Beweise durch Abschatzung mit einer vollstindigen Triangulie-
rung: Der Umlaufsinn von dA ist anscheinend unerheblich. Wird A vollstandig trianguliert, dann muss fiir
jedes minimale Teildreieck As € A mit den Ecken k, A und p von As o. B. d. A. entweder

Is = Tang FQIT = FG) A-K) + FQ) (p-2) + £ (e-p) = (F(1)-fFR)) A-p) = 0
oder

Tans 13 = FG) 1) + FA) (D) + £ (o) = (FG)-FAD)A + (FO)-FCG) ) + ()£
= (DA + (Ve + (-Dx + (Dk) = £ Q) (D) (e-p)-(-2)?) = 0

gelten. Die Holomorphie bzw. zyklische Vertauschung erlaubt dies nur fiir f(kx) = f(A) = f ().

Werden alle angrenzenden Teildreiecke in A einbezogen, muss f also im Widerspruch zur Voraussetzung
konstant sein. Denn da der Term in der grofden Klammer translationsinvariant ist, lief3e sich sonst o. B. d. A.
i := 0 setzen, und dieser Term ware nur dann 0, wenn x = 7\(1 + 3-7) mit [k| = |A| = |k - A] gilt. Die Homo-
genitit jeder horizontalen und vertikalen Gerade in (@ C verbietet dies jedoch:

Das zugehorige Teildreieck wére dann gleichseitig und nicht gleichschenklig und rechtwinklig. Also ist |/s|
in beiden Fillen mindestens |f'(A) 0(12)| o. B. d. A. fiir die Eckenwahl 0, tund v. Ist L der Umfang eines Drei-
ecks, so gilt einerseits |/| < 4™ |Is| mit unendlich nattirlichem m und andererseits 2m = L(dA)/|0(12)| wegen
L(0A) = 2m L(0As) und L(0As) = [0(3)]. Es gilt [I] < |f'(A) L(0A)2/0(12)| und die gewiinschte Abschitzung
[I] < |0(l0)| misslingt fiir | f'(X) L(0A)?| etwa grofier als |0(12)].00

Cauchyscher Integralsatz: Fiir die NRen B € D2 und A € [a, b] mit h-Gebiet D € ©C, infinitesimalem h sowie
f € O(D) und GWy: [a, b[ » dD bei Wahl von ~y(t) = y("t) mitt € [a, b[ gilt T, f(z)lz = 0.

Beweis: Aufgrund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und des Satzes von Green gilt mit
x:=Rez,y:=Imz,u:=Ref,v:i=Im fund D-:={z€D:z+ h+ heD}

1, @)z = 1,(u+v) (I + y) = Tyep- <(j_2%) (4 %)) Wxy) = 0.0

Bemerkung: Mit @ := 0 lasst sich der Hauptsatz der Cauchyschen Funktionentheorie nach Dixon (vgl. [473],
S. 228 f.) beweisen, da der Limes dort 0 sein soll bzw. T gegen O fiir r € ®R>0 gegen w strebt. Der (verallge-
meinerte) Satz von Liouville und der kleine Satz von Picard werden in ©C c ©C durch die (ganzen) Funktionen
f(z) = +y_q 2*&** und g(z) =wzwegen|f(z)| <1und|g(z)| <1 widerlegt, der grofde Satz von Picard durch
f (@) fiir z € C*.
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Definition: Ein Punkt zo € M € @C" bzw. zu einer Folge (ax) mit k € N heifst (eigentlicher) a-
Haufungspunktvon M bzw. (ax), wenn in der Kugel «C*(z0) € @C" um zo mit infinitesimalem o unendlich
viele Punkte aus M bzw. unendlich viele paarweise verschiedene ax € @ C" liegen. Fiir a = ® entfallt a. A

Bemerkung: Die paarweise verschiedenen Nullstellen cx € ®C ¢ D fiir z € ©C in p(z) = X}e=(z-ci) seien so
gewahlt, dass |f(ck)| < @ fiir eine Funktion f € O(ID) in einem Gebiet D € C mit £(0) = 0 gilt. D enthalte C
komplett, was eine Koordinatentransformation stets bewirkt, solange D "grof3" genug ist. Die Koinzidenz-
menge {CED: f(¢) =g(Q)}von g(z) := f(2) + p(2) € O(D) enthalt einen Haufungspunktin 0. Da p(z) jeden
komplexen Wert annehmen kann, ist die Abweichung von f und g nicht vernachlassigbar.

Wegen f # g widerspricht dies dem [dentititssatz wie die lokale Tatsache, dass in zo € D alle Ableitungen
u®(zo) = v™(zo0) zweier Funktionen u und v fiir alle n zwar iibereinstimmen kénnen: weiter entfernt kén-
nen sich aber u und v deutlich unterscheiden, ohne ihre Holomorphie zu verlieren, da die Entwicklung man-
cher holomorphen Funktion in eine TR Naherungspotenzen enthalt. Die Funktion b(z) := ¥z mit z € VC c 'C
bildet das einfach zusammenhingende VC holomorph auf C ab.

Eine fehlende Injektivitat bzw. Surjektivitat erfordert eine Korrektur des Riemannschen Abbildungssatzes.
Beispiele fiir f € O(D) sind alle in ®C beschrankten Funktionen mit £(0) = 0. Wird die obere Grenze auf |N*|
erweitert, ergeben sich ganze Funktionen mit unendlich vielen Nullstellen. Die Nullstellenmenge braucht
nicht diskret zu sein. Damit kann die Menge aller f € O(D) Nullteiler enthalten. Die Funktionen widerlegen
wieder den kleinen Satz von Picard, da sie mindestens n Werte in ©C auslassen.

Satz (binomische Reihe): Aus a € VC, (g) == n!ad ... (&-n) und |(r?1)/(r(:1)| < 1 fiir alle m > v und (g) =1

ergibt sich mit z € D« bzw. z € () fiir « € N die TR um 0 die Gleichung z* = +;)=0 (z) 2.0

Multinomialsatz: Fiir { € «C, z € Ck, k € ®Nx2, m, nj € *N¥, |n| := +]-k=1n]-, z" :=><]!<=1 z].nj und (r:) =
n,!...n! m!gilt
T, \™ _ my n
(1 Fk Z) = +|n|=m (n)Z .
R m
Beweis: Die Falle k € {1, 2} sind Kklar. Induktionsschritt von k nach k mit (r:) = (n1 g p) (nkpnk) und
p = ni +ng:

(1 FE Z)m|§k=Zk+Z]‘( = Fintem (r:) Zn| =

bzw. von m nach m

(12" =m1P(11T2)"| 5+ (11 )" .
Z]'=

Z
. AZj m m m\
=m Tol +|n|=m (n)Zn|Zj=< »LZ + (1 FE Z) |Z].:() = +|f1|=ﬁ1 (ﬁ)Zn
Allgemeine Leibnizsche Produktregel: Mit 4™ :=1]*..1}* und l].nj: = L /1z;" folgt fiir j, k, m, n € @N und
differenzierbares f = f; -... fy € @C aus dem Multinomialsatz {™f = +|n|=m (r:) Al

Satz von Taylor fiir mehrere Variablen: Mit n! := X}(zl n;!, a,z€ @Ckund (z - a)*:= X};l (z-a)", folgt aus
dem Multinomialsatz ebenfalls analog zum Beweis der einfachen TR fiir n € @N

f(z) = T, (2) = Fnj=o (01 Mf(R) (z-2)"). O
Folgerung: Analog zur einfachen TR ist das Restglied mit € € *C(z) und k € N_;,
Ra(2) = (2-8)*/(1-k/1) F =y mHTE(E) (z-2) ™. O
Kettenregel fiir mehrere Variablen: Fiirz € A < (WKk f: A » B c (@WKm gB->Cc (w)gn gilt mit k, m,n €
(@N*:

g(f) =g (f)f ()
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Beweis: Aus dem Satz von Taylor fiir mehrere Variablen folgt fiir beschrankte ||r(z)|| und ||s(f(z))]|
f(~z) =f(z) +f(2) L z+r@||! z||? und g(“ f(z)) = g(f(z)) + g'(f(z)) 1 f(z) + s(f(z))lll f())12.0

Newtonverfahren: Wird oben f(~ z) = f(z) + f (z) | z = 0 gefordert, so gilt z, := z,-f (z,)*f(z,), falls
f'(z,) ! invertierbar ist, mit quadratischer Konvergenz in der Nihe einer Nullstelle.[]

Gegenlaufigkeitssatz: Durchlauft der Weg y: G = [a, b| N C = V mit C € R die Kanten aller n-Wiirfel mit
Seitenlédnge tim n-Volumen V € @R mit n € N>z genau einmal, wobei in allen deren Seitenflachen die paar-
weise gegentiberliegenden Seiten in gegenlaufiger Richtung, aber einheitlich traversiert werden, so gilt fiir D
CRZLBCV? f=(f1,u fn): Vo @RLYy[®) =x,y("t) ="xund Vr:={"x€V:x €V, "x * “x}

Teec (Y)Y (DUt =T 9 fGIIBx =T teq, f(Y(D))y (Dit.
EVXVa ylatv

Beweis: Bei Betrachten zweier beliebiger Quadrate mit gemeinsamer Kante der Lange , die in einer Ebene

liegen, werden nur die Kanten von VXV~ nicht in beiden Rich‘;ungen bei gleichem Funktionswert durchlaufen.
Sie liegen alle und damit der zu durchlaufende Weg genau in 0"V.[]

Endlichkeitskriterium fiir Reihen: Seienm, n, q,r € N. Genau dann ist S, = |+;:0 sq| mit sq € @C endlich, wenn
0<S,:= |inm:0 am| < a, fiir eine Folge (am) mit a; < am € YRxo gilt, sofern sich Summanden beliebig nach
Grofe und Vorzeichen sortieren, zusammenfassen bzw. in Summen aufspalten lassen.[]

Reihenproduktsatz: Mit am, bn € @K ersetzt folgende Gleichung das Cauchy-Produkt (s. [472], S. 103):
+:r)1:1 anm +l(:):1 bn = +$:1(+nm:1(anbm—fl + am-r’lbm—m+n)'ambm-rh) .0

Beispiel: Das folgende Reihenprodukt hat den endlichen Wert (vgl. [763], S. 61 f.):

=12
° \2 ° -7 - \Z 3 1(2)
~7 _ m m n -n _
(= SR ((m) A" ((m—) + (Gats) )) = 036590 ... K 7.
Beispiel: Mit der Signumfunktion sgn gilt fiir folgendes Reihenprodukt (vgl. [763], S. 62):
+o (stgn(m)+nmzosgn(n-y)) = (2% » -2.

Satz von Stokes (vgl. [764], S. 625 f.): Steht ™ fiir hinreichend a-stetige Funktionen fm: C = @R liber einem
wegzulassenden Term bei einer alternierenden Differentialform v := -H:,:lfmlxl Ao AXg A o AL

vom Grad 1 auf einem achsenparallelen Quader C = [a1, b1]X...X[an, bn] € ®R" mit 9C := 1;:1(Fa,m'Fb,m)
und den Seitenflichen F,,, = [a;,b;] X ... X {an} X ... X [a,, b,] sowie Fy, =[ag,by] X .. X {by} X ... x
[ay, byl,sogilt Te v = Ty v.

Beweis: Der zweite Hauptsatz und der Satz von Fubini (s. 0.) ergeben

Tedv = Fomy T8 100 B2 (6 (s ey B e X ~Fin (s o) By o X)) A e A T A e A Ly

und
e ARy A e A A A e Adxg = -105m 0y A L ALk, O
Ixm = lxm

Bemerkung: Der Satz von Stokes gilt auch fiir aus Quadern bestehende n-dimensionale Mannigfaltigkeiten.
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Ratschlage

Was kann ich Thnen aus meiner jahrzehntelangen mathematischen Erfahrung heraus raten?

Echte Fortschritte in der Mathematik gibt es nur mit ungew6hnlichen Ideen, die aus einer intensiven Gedan-
kenarbeit resultieren. Mit Gliick l6sen sich die wenigsten Probleme. Wir benétigen einen mathematischen
Fundus, aus dem wir die mathematischen Tools fiir unsere Probleme verwenden konnen. Erfolg stellt sich
erst mit einer gehorigen Portion Hartnackigkeit ein, mit der wir ein Problem auch notfalls Jahrzehnte lang ver-
folgen, bevor wir es 16sen kdnnen.

Wenn wir tief genug denken, kann dies so weit gehen, dass wir ganze Theorien tiberfliissig machen. Daher
ist es erforderlich auch die sogenannten Selbstverstandlichkeiten infrage zu stellen und bessere Losungen
zu entwickeln, wenn wir mit dem Stand der Forschung nicht zufrieden sind. Wir miissen eine hohe Sensibi-
litat fiir das Machbare entwickeln und diirfen nicht vorschnell mit dem Erreichten zufrieden sein: Wir miissen
uns selbst kritisieren (lassen).

Es sind nicht nur die grofen und komplizierten Ideen, die ein Problem bestmdglich 16sen, aber lange Be-
weise erfordern. Es sind oftmals die kleinen, einfachen Schritte, die den Erfolg bringen, da aufwandige
Transformationen eine ungiinstige Komplexitét besitzen. Wir sollten auf3erdem die Beobachtungsgabe schu-
len und uns von der vorhandenen Literatur l6sen, deren Studium vermeidet das Rad neu erfinden zu miissen
oder wichtige Impulse zu verpassen.

Koénnen wir ein mathematisches Problem iterativ nicht l6sen, sollten wir automatisierte rechnergesttitzte
(Beweis-)Methoden nutzen oder uns mit einer guten Ndherung zufrieden geben, auch wenn dabei die
Schonheit und Pragnanz der exakten und geschlossenen Darstellung verloren geht und der Aufwand fiir die
Umsetzung betrachtlich ist, sofern die Losung des Problems wichtig genug ist bzw. die bendtigten Ressour-
cen verfiigbar sind.

Oftmals sind die Angabe von Fehlergliedern oder numerische Losungswege (z. B. unter Verwendung von
Intervallarithmetik) ausreichend, da eine hohe Prazision nicht erforderlich ist. Zwar sind bestimmte Aus-
sagen nur in ihrer exakten Form von Wert, aber es ist wichtiger die Probleme nach ihrer praktischen Ver-
wendbarkeit und Verwendung zu bewerten, dann eine Prioritdtenrangfolge zu erstellen und sie zum
Schluss befriedigend zu 16sen.

Es wird immer wieder Zahlen geben, die nicht mit kurzen Summen oder Produkten von wenigen (algebra-
ischen oder transzendenten) Zahlen darstellbar sind, selbst wenn wir einige Zahlen (zusatzlich) auszeich-
nen und unter einem Symbol verwenden miissen. Es hat seinen guten Grund, dass wir nicht tiber die Moglich-
keit der Gotter verfiigen ganze Unendlichkeitsstufen auf einmal zu {iberblicken und aus ihnen préagnante Er-
gebnisse herauszufiltern.
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Topologie
Im Folgenden wird die Mengenlehre mit der euklidischen Norm || - || vorausgesetzt.

Definition: Gehort zu Y € P(X) neben @ und X € R jeder Durchschnitt und jede Vereinigung von Mengen aus
Y, heif’t ein Mengensystem Y Topologieauf X. Das Paar (X, Y) heifdt topologischer Raum. Gilt Y = P(X), heifdt
die Topologie diskret. Lasst sich jede Menge aus Y als Vereinigung beliebig vieler Mengen aus B € Y schrei-
ben, heifst die Menge B eine Basisvon Y. Jede irreflexive Relation N € A2 etabliert eine Nachbarschaftsrela-
tion (NR)in A € X mit der Grundmenge X.A

Definition: Gilt (a, b) € N, heif3t a Nachbarvon oder benachbartzu b. Speziell heifdt ein Element x € A € X
Nachbar von einem Element y € A mit x # y, wenn fiir alle z € X und eine Abbildung d: X2 - Rx>o gilt: (1)
d(x, y) < max {min {d(x, z), d(z, x)}, min {d(y, z), d(z, y)}} und (2) d(z, z) = 0. Hierbei heifdt d Nachbar-
schaftsmetrik. Die Menge aller PunkteP = R UV sei eine Zerlegungin die realenPunkte R und die virtuellen
Punkte Vmit R,V # @ = R n V.Ist R oder V Kklar, wird es jeweils weggelassen.A

Definition: Jede Menge A C R etabliert ihr KomplementA' := R\ A in R. A’ heif3t auch das AuBerevon A. Alle
Punkte von V (A), die einen Nachbarn aus R (A" U V) haben, bilden den (inneren) Rand oV (0A) von V (A).
Hierbei hat ' Vorrang vor d. Bei sukzessiver weiterer Anwendung von d wird das Argument jeweils als ohne
Komplement angesehen. Das /nnere von A sei A° := A\ dA. Wird 0A € A vergrofiert durch die Bedingung
min {d(x,y) :x€A°, y€ A'} =V,sei A<:= A\ 0A./

Definition: Eine Menge S € R (V) heifdt zusammenhéngend, wenn fiir jede Zerlegung von S in ¥ U Z mit
Y,Z+@0=YNZgilt:Y' NdZ + @+ dZ' N AY.S < R heildt dariiber hinaus einfach zusammenhingend, wenn
gilt: Sowohl Y’ N dZ U dZ' N dY fiir jede Zerlegung in zusammenhingende Y und Z als auch S’ U (9)V mit
S" als Komplement von S in R ist mit zusammenhangendem (9)V zusammenhéngend. P und R seien einfach
zusammenhdngend. Jedes U € R heif3t Umgebungvon x € R, wenn x € U° gilt A

Definition: Gilt @ = D € (X, Y), heifdt ein zusammenhdngendes D Gebiet Mit m € N* heifdt die Menge h-S ©
R™ genau dann 7-dimensional mit m = n € N* wenn sie mindestens einen n-Wiirfel mit Kantenlange h €
R>o und maximalem n enthalt. Sei 1R" die Einheitskugel mit dem Spezialfall Einheitskreisscheibe 'R?. Mit-
telpunkte a von n-Kugeln und n-Wiirfeln werden evtl. dahinter in Klammern als (a) notiert. Bestehen die
Elemente einer Menge aus n maximalen Wiirfeln mit Kantenldnge (, hat sie Dimension ;n.A

Beispiele: Fiir N, Z, Ar, Ac, R und C ist genau die jeweilige diskrete Topologie die Basis. Der Rand jeder n-
Kugel mit n > 2 ist nur zusammenhangend, sie selbst hdangt einfach zusammen. Fiir n = 1 sind beide unzu-
sammenhingend. In ([763], S. 160) giltr1 =12 = 3.

Satz: Fiir n € N>z lasst sich keine endliche Zerlegung einer n-Kugel zu einem n-Wiirfel zusammensetzen, da
endlich viele konvexe Begrenzungen nicht konkave Pendants gleicher Gréfdenordnung haben kdnnen.[

Satz: Ein Durchlaufen von bis zu neun Feldern eines Tic-Tac-Toe-Spielfeldes macht die einelementige
Menge zur einzigen zusammenhédngenden mit Fixpunkteigenschaft (ungiiltiger Satz vom Igel).[]

Definition: Eine Funktion zwischen zwei topologischen Raumen heifdt stetig wenn fiir jeden abgebildeten
Punkt gilt: fiir jede Umgebung des Bildpunktes dieses Punktes gibt es eine Umgebung des Punktes, deren
Bild komplett in der Umgebung des Bildpunktes liegt. A

Bemerkung: Bei allen kontrahierenden Deformationen sind Punkte so aus der Zielmenge zu entfernen, wie
es die Kontraktion vorgibt. Erst dann gilt die (verallgemeinerte) Poincaré-Vermutung.

Bemerkung: Die benachbarten Randpunkte des herkdmmlich abgeschlossenen [0, 1] und des herkémmlich
offenen ]0, 1] besitzen insbesondere nicht die Hausdorffeigenschaft (s. [782], S. 83). Damit kann nicht jeder
metrische Raum ein Hausdorff-Raum oder normal sein und auch die (pra-)regularen Rdume sind einge-
schrankt. Die Rdume C* und R" mit n € YN* besitzen also nur die Fréchet-Topologie (vgl. [915], S. 62). In der
teilweise unprazisen herkémmlichen Mathematik ergibt sich dagegen ein anderes Bild.
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Wissenschaftliches Rechnen

Das Folgende setzt Mengenlehre und Nichtstandardanalysis voraus. Sei € € [V, 1 - ¥].

Definition: Seien f,(z) = f(nnz) die Schwestern zur TR f(z) um 0 auf dem Gebiet D S ©C mit m, n € ©N*

und = lz[m/"] sowie 8,f = f-f, die halben Schwesterabstindevon f. Sei u™ := m!n!/(m + n)! und (- n)!
j+2

:= 0. Fiir j, k € oN, f € C.7* und die Fourierkoeffizienten cx := & 1™, f(t)&k* It (vgl. [739], S. 358 ff.) heift die
Reihe +1lf=_mckekt Fourierreihe. Auf Ebene der TRn bilden pu und n den pu-n-Kalkil. A\

Bemerkung: Letzterer erlaubt Integrale und Ableitungen einfach und endlich geschlossen darzustellen (vgl.
[473], S. 165 f£). Ein Umrechnen auf andere Periodenlangen als Tt ist leicht moglich (s. [739], S. 364).

Beispiel: Aus Re ¢ € [¥, 1 + V[, c €*Cund & := 2J, j € ©N* folgt {(n + ¢) = 2" fi +—; 8pv(Zu¥) fiir z€ 79C <
D (vgl. [474], S. 42) und v(2) = F ey U(m + ©)z™ = z +_; M7, O

Beispiel: Eine Richardson-Extrapolation bestimmt die Digammafunktion { und
() = €M ey (w(suklm)-lj}(suk)) +0(e")
firn=2unde=23als {(3) = 22* +1_, (w(guk)-w(suk)) + 0(10719).
Darstellungssatz fiir Integrale: Die TR (s. u.) f(z) € O(D) um O fiir D € «C ergibt mit m, n € *N*
% 12 6T, .. 1T, = 0l f(zpy)z". O
Beispiel: Fiir die TRn f(x), g(x) € “R gilt T§ f(v)lv T’ng s(WIvly = f(xpy)g(xpy)x3.
Darstellungssatz fiir Ableitungen: Mit YC c ID € ©C ergeben die n-ten Einheitswurzeln, die TR
f(z) = £(0) + + o mi f™(0)z™,
£:= 2, j € Z, n = e’ € ®N*, u := e™™ und der Konvergenzradius r € VR>o von f
£ (0) = 2mal +y_; Spf(2uk).0
Universeller Mehrschrittsatz: Mit n € "N<p, k, m, p, ¢ € '"N*, d~ x € ]0, 1], x € [a, b] € “R, y : [a, b] = ®Ryq,

f:[a, b]xeRexn — oR4, g, (~vx) := g (x) und go(a) = f((*)a, ¥y, ..., ¥s) ergibt die TR des Anfangswertprob-
lems n-ter Ordnung y’'(x) =f(x, y((™)%%), ..., (y(™)"x))

Y x) = y0) +lexy (gp.k((m)x)+i’n=kﬁ (‘]‘{‘)) +0((0?). 0

Auf- und Ableitungssatz fiir TRen: Mitj € ©Z, q = €(z - a), a € D und k, m € N<, ergeben modulare Arithmetik
(vgl. [973],S.302 - 311) und die n-ten Einheitswurzeln die entsprechende DF7-Form:

U £,(2): = 185 (q) " (81 (D! k1) (6™ (F(eu™ + a)) + 0(e™). O

Ableitungssatz fiir Fourierreihen: Mit f € Cj:z (vgl. [739],S.358f1f.),j€e«N, ke [-n,n]NZt € [-m,m]und m €
Ns ergibt sich mit der Moglichkeit zur gliedweisen Integration folgende DFT-Form:

Ut () = (uﬁk“t)T(G(kJrﬁ)mE)(ﬁkm)(f(ﬂm/n-n))/ﬁ +0(n).O

Folgerung: Die Stiitzstellen mr := mm/n des glatten f(mmr) liefern mit k wie m interpolierend in O(on):
Vty(® = (u™)" (81k) ) (@) (F(mr) ) /1. O
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Satz (DFT-Fixpunktverfahren): Jedes z € ©C eines beliebigen m-Polynoms p(z) = 0 mitm € [2, n] N N fiir
n:= 27, r € "N und Koeffizienten aus vC lasst sich (als Anschub) ebenfalls in O(on) bestimmen.

Beweis und Algorithmus: Sei U = (%) mit j, k € N<x, u :=e"%, g := 2 und sk := p(2u¥). Eine einfache Trans-
formation erreicht |g| < 2 fiir alle Nullstellen { von p(z) und p(0) = 1. Fiir p(2) = fi(¢/)"Us = fiuTs = 0 ergibt
sich die vereinfachte Iteration u* = U;Tp U((8jxl) U-1p - (Uzlp + BsTy, BsTy, ..., BsTW)T) mit dem Kronecker-
Delta 8, dem Startpunkt g := 2 und B € ¥C, sodass jeweils sich ||u*-p|| ungefahr halbiert und pTs = 0 gilt.
Fiir m > 2 bildet Polynomdivision den Schluss.[]

Folgerung: DFT-Nullstellenverfahren iterieren Nullstellen a € ©C zu jeder um Vorgaben zo € ©C in eine TR
entwickelbaren Funktion f(z) € ©C mit jeweils gleicher Konvergenz wie in Simpson-ahnlichen Verfahren,
wenn J° f,,(z) bei hinreichend genauen |z;,-z,| und m € N (mehrfach) abgeleitet wird.[]

Bemerkung: Die Identitit anstatt &, liefert beliebig genaue Naherungen fiir die f(. Letztere Sitze gelten

fiir mehrdimensionale TRn und Laurent-Reihen ebenso. Der Fehler fiir analog definierte m-dimensionale
DFT-Formen der TR mit je (™ *") Ableitungen ist bei vergleichbarem Aufwand O(e") statt O(¢). Eine gute

Wahl fiir die Kronpunkte eu™ + a um den Kronmittelpunkta ist e = 2 und n = 64.

Approximationssatz: Fir x € “R und m, n € N erlauben die f®(x) € “R wie oben die Interpolante

9@ = Frm X () (630 () + (X)Pr () / (x6-%) + FrmoX ) (P (%)

mit pr(x) := +2=0f ) (x,)(x-%,)3/s! in O(omn) zu berechnen, wobei f©(x) = g®(x,) fiir alle x- € “R gilt. Im
Komplexen ist ®R durch ©C zu ersetzen und es gelte x = y(t) € ©C fiir den Weg y(t) mit t € *R.[]

Differenzialgleichungssatz: Sei d(z) € ©Cr+2 Vektor von DFT-Formen mit n € ©N. Hat das System y™ =
(y®,y®, ...y, 1)d(z1) € “C mit / ohne (y™ (a),y™(a), ...,y(a))T € ©C" und q, z € ©C die Losung yo, so lasst

diese sich in 0(n3) mit dem zuvor genannten Fehler bestimmen.[]

Bemerkung: Werden Funktionswerte von Kronpunkten ausgewertet und abbrechende TRn genutzt, lassen
sich nichtlineare bzw. partielle (Systeme von) Differenzialgleichungen iiber DFT-Formen lésen.

Beispiel: Mit b = (f(eu® + a), ..., f(eu™ + a), 1) € ®C* und einer oberen Dreiecksmatrix T(z) € ®C™™ haben
gewohnliche Differenzialgleichungen nur Lésungen, wenn T'(z)b = 0 gilt (Cholesky-Zerlegung!).

Reihensatz fiir Integrale: Fiir ¢ € [0, a], f € C" und n, p, r (= 2?), t (= 2v), V € 2N* zeigen DFT-Formen der TR
13 f(w) bw = 18 1 f(x + $Ta)lx = T g(y) by = oy Fmeomi M FEQF + O(8 g™ (30)En). O

Bemerkungen: DFT-Aquivalente konnen die g™ mit g(y) = af (ay) und a > 0 ersetzen. Die Transformation
z:= et* macht hier unendliche Integralgrenzen endlich. Ein endliches Integral verringert den Betrag des Rest-
glieds hinreichend. Die Mittelpunktregel ist hier vorteilhafter als die Trapezregel.

Beispiel: Mit g=(9) := Tt(1-¢?sin? (ﬁm‘)))ﬁ ist das vollstiandige elliptische Integral I. und II. Art
15 g5(9) 40 = gz (1) + 24g%(1) + 192081 (1) + 0 (91 g (1)).
Zweite Euler-Maclaurin-Formel: Fiir f(§) = g(¥q) und k = a =r liefert der vorangehende Satz in O(.n n)
Feaf@) = TE£0 bx + il H (FOV ()£ (T) ) + 0 (H, (19 (R)-1D(D) ) ).
Beweis: Fiir h(x) = x/sin x und H, := 1™m! h®™(0) = m! B,,(2-2™) — 2/-™ folgt aus

n-1 —

+5-18(r4) = ¥ 14 g(y)dy-+ iy F e M g™ (FG)E™ + O(F1 g™ (ac)ih)
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durch Einsetzen und Zusammenfassen der in Abhdngigkeit von Partitionen gezdhlten Fakultiten die Be-
hauptung, wobei die B Bernoulli-Zahlen sind und By, = 0, B, = 1 sowie B, = -2 gilt.(]

Fakultitssatz: Fiir n € N ergibt die Stirlingformel n! ~ (ﬁn)z(én)“eﬁ“ (s. Nichtstandardanalysis) asympto-
tisch n! € [g(s,), g(s.)], wenn 5, = 2(25 + 1)n%8"® und g(s,) = [(ﬁn + §§in)2(én)“] ist.

Beweis: Fiir t := én giltt = o(1 + $;t) = (84-D)t + 0(t®) mithilfe vollstandiger Induktion.[]

Erste Euler-Maclaurin-Formel: Vollstandige Induktion nach n zeigt ebenso (vgl. [1096], S. 193 f.)

=@ = 1560 dx + F) + F0)+ ity mi By, (F®)-£9(0)) +0 (ﬁ! B, (F®®)-f® (0))) n
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Zahlentheorie

Das Folgende setzt Mengenlehre, Topologie und Nichtstandardanalysis voraus. Sei k € N.

Primzahlsatz: Fiir n(x) := |[{p € P<x: x €*R}| gilt (w) = ;&0 w + O(ea) (uz).

Beweis: Intervalle fester Lange y € “R>o erlauben yy Mengen-2-Tupel von Primzahlen so zu bilden, dass das
erste Intervall eine unveranderte reprasentative Primzahldichte hat und das zweite Intervall leer ist, dann
auf ein Intervall mit den zweitmeisten eines mit den zweitwenigsten Primzahlen folgt usw. Die Stirlingfor-
mel (s. Nichtstandardanalysis) legt die Primzahlliicke n = e = O(e(n!)) mit n € ®*N>2 nahe.

Impliziert der Induktionsanfang n = 2 bzw. 3 die Annahme, dass mit x4 € [2, 4[ das erste Intervall xn/exn
Primzahlen enthilt, so beweist der Schritt von x» nach x2, dass m(x2) = 1(xn)¥» Primzahlen nur aus 1(xx»)

= Xn/exn folgen. Die Primzahlliicke betrdgt durchschnittlich exr, maximal X2 (s. u. Folgerung von Cramér)
und die maximale Entsprechung von x2 zu x» ist w zu w?.[]

Bemerkung: Ersetzt m € ®N>2 die Zahl 2 bei iiy™ Mengen-m-Tupeln, bleibt das Ergebnis gleich. Vollstindige
Induktion und das Sieb des Eratosthenes zeigen mit dem dirichletschen Primzahlsatz je unendlich viele prime
und zusammengesetzte Mersenne-Zahlen Mn := 2" - 1 fiir n € *N* auf (s. [455], S. 174 f. und 354 - 365).

Primzahlliickensatz: Fiir die Menge Mg der mittelbaren Primzahlliicken gilt My > ©2N* U {1}.

Beweis durch vollstdndige Induktion: Behauptung ist, dass neben 1 die mittelbaren Primzahlliicken m, von 2
bis p existieren. Sie stimmt fiir die Primzahlen p € {2, 3}. Der Primzahlsatz lasst beim Schritt von p — p + 2
keine grof3ere als die aufgetretenen Primzahlliicken als m,, , , zu. Daher existiert auch p.[]

Satz von Goldbach: Jede gerade Zahl > 2 ist Summe zweier Primzahlen.

Beweis: Mit M + A = pirn—r + Gmirn-r 7, 7 € {0, 2, ..., max(g(n))} gilt zugleich M + A = pisn_s +
Gm+sn—s T 5,5 €{0,2, ..., max(g(n)) + 2}. Daraus folgt M + A + 2 = pyira—r + Qparn—r + 7 €{0, 2, ...,

max(g(n))}. Vollstindige Induktion liefert dann die Behauptung mit dem vorigen Satz.[]

Folgerung von Fortune: Der vorige Satz ergibt das Bertrandsche Postulat aus ([455], S. 34 f.) und mit p» als
der n-ten Primzahl min {j € ®Nx2: m = pn# + j € ©P} = p,, ., wegen j L m fiir alle n € *N*.[J

Folgerung von Cramér: Fiir allen € *“N>z und s = +,a,)1:0"e‘(n) gibt es p € ®P mit [on| < p < [es s].L
Erste Folgerung von Hardy-Littlewood: Fiir die Anzahl der Primzahlzwillinge gilt t,(n) ~ C, £ ,x2.00
Zweite Folgerung von Hardy-Littlewood: Fiir jedes n € ®N>2 gibt es unendlich viele prime n-Tupel.[J
Satz zur zweiten Hardy-Littlewood-Vermutung: Fiir m, n € ®Nx gilt n(m + n) < n(m) + n(n).
Vollstandiger Induktionsbeweis nach n: Die Fille m(m + n) = n(m + n) bzw. n(n) = #(n) und n(m + n) =
nt(m + n) sind Klar. Liegt der letzte Fall mit nt(n) = m(n) vor, folgt die Behauptung mit m :=n + k und n(n)
=én+ O(an) wegen (1 + k) < m(n + k) + m(n) und n(4) < 72(2) usf. aus
m+kb(A+k)— (n+k)o+n(,(i+k)—0c).(n+k)= ., (A+k).(n+k)o.[]
Satz von Giuga: Genau dann ist n € ®N>z eine Primzahl, wenn +Z=1 k™ = -1 mod n gilt.

Beweis: Der (kleine) fermatsche Satz erledigt den Fall n € ©[P U ®2N*, Aus dem harmonischen und geometri-
schen Mittel Hn bzw. G folgt andernfalls (vgl. D. Borwein, ]. M. Borwein, P. B. Borwein und R. Girgensohn: Giuga's
Conjecture on Primality. Amer. Math. Monthly 103:40-50, 1996, S. 3 f.):

tpeop P — Xpeop p=m/Hn~-G;™ = c € °N*.
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Dies widerspricht ¢ < 1 aufgrund von Hn(m) # Hn= Hn(m, n) =m/(c + fi) <n™ = Gn.O]

Bemerkung: Es seien m € "N der maximal zugelassene Polynomgrad und n € '"N der maximale Betrag, den die
ganzzahligen Koeffizienten ax der Polynome amx™ + a;,x™ + ... + a1x + ao mit k € "N<n annehmen sollen.
Dies ist gerechtfertigt, da die ax voreinander nicht ausgezeichnet sind. Die Anzahl der AZen entspricht der
Anzahl der Nullstellen der so definierten normierten irreduziblen Polynome: Der grofdte gemeinsame Teiler
ggT von deren Koeffizienten ist 1 und es gilt am > 0 und ao # 0.

Satz: Fiir die BBP-Reihen s;, := 45, p(n)q(n)b™ mit b € N>z und ganzzahligen Polynomen bzw. Reihen p
und g mit g(n) # 0 und deg(p) < deg(q) gilt sk € ®“Tr wegen den(sk) = b™ > w mitm € N*.[]

Schrankensatz fiir w-transzendente Zahlen: Jedes z € C* mit |z| € [®, w] ist bereits w-transzendent.

Beweis: Den reellen Fall l1osen in einer Polynom- oder Reihengleichung der Ansatz am = 1 und ar = - fiir
k < m mit Bilden des Kehrwerts und die GR. Das Ersetzen von w jeweils durch w(m) = w - ®/w(m)™ liefert
die exakten Grenzwerte. Den komplexen Fall I6st u. a. x = yw mit y € ®R*.[]

Folgerungen: Fiir jedes z € R + R mit |z| & B und 1 := z? ist die GR +_ z" = /% € ©Te. Mit k = w?! gilt
I'(z):=k!' kz/(zZ ... (z + k)) € Tr fir alle z € ®R \ -©N. Fiir die Eulersche Zahl gilt e = (1 + @)* = (kw +
1)/w! € ©Tr mit k > w (Exponentialreihe).[]

Koeffizientensatz fiir w-transzendente Zahlen: Alle Nullstellen normierter irreduzibler Polynome und Rei-
hen mit mindestens einem ax € “Z sind w-transzendent, da sie paarweise verschieden und eindeutig be-
stimmt sind sowie ihre Nicht-w-Algebraizitit ihre w-Transzendenz erzwingt.[]

Definition: Die Notation fiir m-AZen ist (m; ak-1, ak-z, .., a1, ao; 7, i; #n, &q; v, p)s. Mit r € "N* (—VN*) existieren
eine Nullstelle mit dem r.-grofsten (|r|.-betragskleinsten) Realteil > 0 (< 0), mit r = 0, i € VN* (—VN*) eine
nicht-reelle Nullstelle mit dem i.-grof3ten (|i|.-betragskleinsten) Imaginarteil > 0 (< 0) und die restlichen AZ
analog. Wird fiir mindestens ein a; eine Variable eingesetzt, gibt #n die Anzahl n € VN* der Nullstellen an und
&q die Anzahl q € N der mehrfachen Nullstellen. Alle k-Minimalpolynome haben < als Spezifikation s, alle k-
Minimalreihen >. Mit x € ®R sei 9(x) = x, %(x) = .(%(x)) und %(x) := 0 fiir 2(x) < 1.A

Bemerkung: Hierbei hat r Vorrang vor i und stellt sich mitr = i = ao = 0 die Zahl 0 dar. Der numerische Wert
v hat die Genauigkeit p. Der Verzicht auf Unterscheidung mehrfacher Nullstellen erlaubt diejenigen eines k-
Polynoms oder einer k-Reihe mit ganzzahligen Koeffizienten streng totalzuordnen. Die Angaben r, i; #n, &q; v, p
und s sind ggf. entbehrlich wie z. B. fiir Briiche. Die (v + 2)-Tupel (0, .., 0, ak-1, .., ao; 1, )< mit a; € "N wohlordnen
die AZen lexikalisch streng.

Beispiele: Die Zahlen (v; 1, 0, 0, 0, -1)> sind gegeben als 1, -1, 1 und -1. Die Goldene Zahl & := 1+ 57/2
lasst sich mit (v; 1, -1, -1; 1, 0; 1,618033, 10-6)< notieren. Die Zahl 0,7 = 0,1..1 mit w Einsen hinter dem
Komma ist mittendlich und verschieden von der Zahl 9, da 9 x 0,7=0,9..9 = 1 — 10-» # 1 ist. Daher ist sie w-
transzendent und lasst sich mit (w; 9 X 10®, 1 — 10«) notieren.

Anzahlsatz der AZen: Mit der Riemannschen Zetafunktion ¢ und der durchschnittlichen Anzahl z(m) der
Nullstellen eines m-Polynoms oder einer m-Reihe haben die AZen fiir K = n asymptotisch die Anzahl

A(m,n) = @Z(m)km(n + 0(0)).

Beweis: Der Fall m = 1 hat nach ([455], S. 323) den Korrekturterm O(on) und gibt die Anzahl 4 +Z:1 ek)—1
der Briiche iiber die eulersche @-Funktion wieder. Fiir m > 1 dndern die Teilbarkeitsverhaltnisse weder den

Korrekturterm O(a) noch den Hauptterm. Durch 1/{(m) = X?=1 1- ﬁim) (GRn!), das Vielfache primer p;: ent-
fernt, werden Polynome und Reihen mit ggT(ao, as, ..., am) > 1 ausgeschlossen.[]

Beispiele: Fiir m = 1 gibt es 3(n/#)? + O(on) reelle und fiir m = 2, da ein reelles Polynom vom Grad 2 nach
der a-b-c-Formel zwei reelle Nullstellen mit Wahrscheinlichkeit % hat, 9n3/7(3) + O(on?) reelle Losungen.
Fiir am = 1 existieren z(m)k™(x + 0(0)) ganzalgebraische Losungen.

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes nicht-konstante Polynom p € (@C hat ein z € (@C mit p(z) = 0.
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Indirekter Beweis: Eine affin-lineare Variablensubstitution erreicht p(0) # O(1). Die Annahme von p(z) # 0
fiir alle z € @C ergibt fiir das holomorphe f(z) := p(z) wegen f(¥) = 0(1) und aufgrund der Mittelwertun-
gleichung [£(0)| < |f]y (s. [473], S. 160) mit y = 8"C und beliebigem r € (R0, also £(0) = O(1) im Wider-
spruch zur Voraussetzung (und damit gilt exakt z(m) = m).[J

Bemerkung: Im reellen Fall ist z(m) asymptotisch gleich ,m/7%+ O(1) nach (Kac, Mark: On the Average
Number of Real Roots of a Random Algebraic Equation; Bull. Amer. Math. Soc. 49 (4); 1943; 314 - 320).

Folgerung: Fiirm =n = v =: eo gilt |"Ar| = ok”(¥ + 0(0)) und |"Ac| = k' (V + 0(0)).O

Approximationssatz fiir reelle w-AZen: Der durchschnittliche Fehler, um jede reelle w-AZ vom Grad n > 1
durch eine reelle w-AZ vom Grad m < n zu approximieren, ist asymptotisch gleich |*Z|™ ;m{(m)..

Beweis: Die Anzahl der w-AZen und innerhalb unveranderter Grenzen nahezu gleichmaflig verteilten Zah-
len nimmt in ®R pro Grad mehr ca. um den Faktor |*Z| zu. Der Fehler entspricht dem Abstand der w-AZen
untereinander. In ©C liegen w-AZen weniger dicht.[]

Folgerung: Zwei verschiedene reelle w-AZen haben durchschnittlich mindestens den Abstand |*Z|-®;Gm. Die
genaue Bestimmung des Minimalabstands erfordert ein unendliches nicht-lineares nicht-konvexes Opti-
mierungsproblem zu l6sen. Damit haben reelle v-AZen eine Approximationsordnung von O(v). Dies wider-
legt den Satz von Thue-Siegel-Roth, der nur den Minimalabstand zweier reeller Zahlen beweist.

Satz: Der Abstand zweier benachbarter reeller w-AZen betragt maximal £2/&% mit der w-transzendenten
Omega-Konstante 2 = é? = W(1) (s. u. Lambertsche W-Funktion).

Beweis: Der Abstand der reellen w-AZen ist um +1 herum am grofsten. Die Zahl 1 approximiert ein x € ®Ag,
das die Polynom- oder Reihengleichung xx™c = 1 fiir x > 1 oder x™ = —% fiir x < 1 erfiillt. (]

Grofte-Primzahl-Kriterium (GPK) fiir w-transzendente Zahlen: Gilt bei gekiirzten Briichen r := apb + §t €
©R mit natiirlichen a, b, s und t, abst # 0 und a + s > 2 sowie der (zweit-)gréf&tenyrimzahl pE“P,ptb
und p t s, so gilt r € “Tr, da der Primzahlsatz den(dps(bs + apt)) =P = @ - O(,w w?) > w impliziert.(]

Satz: Es gilt m € “Tr sofern die unterschiedlichen Darstellungen als Wallis-Produkt oder Produktdarstellung
der Gammafunktion fiir den Wert 2 akzeptiert werden (s. Nichtstandardanalysis), oder alternativ durch
Anwendung des GPKs auf die Leibnizsche Reihe oder die arcsin(x)-TR fiir x = 1.[1

Satz: Die Konstanten von Catalan (G), Gieseking (m f3), Smarandache (S1) und Taniguchi (Cr) sind w-trans-
zendent aufgrund des GPKs.[]

Satz: Die Konstanten von Artin (Cartin), Baxter (€2), Chaitin (2r), Champernowne (C10), Copeland-Erdds
(Cce) (gilt bei jeder Basis aus “N*), Erdés-Borwein (E), Feller-Tornier (Crr), Flajolet und Richmond (Q),
Glaisher-Kinkelin (4), Heath-Brown-Moroz (Cnsm), Landau-Ramanujan (K), Liouville (£1i), Murata (Cwm), Pell
(Ppen), Prouhet-Thue-Morse (Cprm), Sarnak (Csa) und Stephen (Cs) sowie die Euler- bzw. Landau-Totient-
Konstante (ET bzw. LT), die Primzahlzwillingskonstante (C2) und die Carefree-Konstanten (K1, K2 und K3)
sind w-transzendent, da je keine gewisse Primzahlpotenz aus Zahler oder Nenner kiirzbar ist.[]

Satz: Die trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen samt ihren Umkehrfunktionen, die Digamma-
funktion s, die Lambertsche W-Funktion, die Funktion Ein, der (hyperbolische) Integralsinus S(h)i, die Eu-
lersche Betafunktion B und mit natiirlichen positiven s und u sowie natiirlichem t die generalisierte Fehler-
funktion Et, die hypergeometrische Funktion oF; die Fresnel-Integral-Funktionen C und S und die Bessel-
Funktion /. bzw. die erster Gattung J, die Legendresche Funktion s, die Polygammafunktion yss, die verall-
gemeinerte Mittag-Leffler-Funktion Es; die Dirichletreihe +,_, A°f(n) mit maximal endlichen reellen
|f(n)|, die Primzetafunktion P(s), der Polylogarithmus Lis sowie die Lerchsche Zeta-Funktion
®(q, s, r) liefern fiir reelle Argumente und maximal endliche reelle |q| und |r|, bei denen die zugehdrige TR
konvergiert, nur w-transzendente Werte.

Beweis: GPK, Dirichletscher Primzahlsatz und Wallis-Produkt liefern die Behauptung. Sie folgt bei der Di-
gammafunktion aus dem Beweis der w-Transzendenz der Eulerschen Konstante y (s. u.)..J
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Satz: Mit Lig(z) = 4y i°z", z € 1€ und s € °Csei y := Li; (1) - e = 1% ([x~J — %) | x, wobei Umsummieren
y €10, 1[ zeigt. Wird ew = Li; (2) 20 akzeptiert, so gilt y € ®Tr auf 0(29&.w) genau.

Beweis: Aus der GR folgt —e(-x) = Li; (x) + O(&x® /%) + t(x)! x fiir x € [-1, 1 - #] und t(x) € *R mit |t(x)| < w.
Dann werden der (kleine) fermatsche Satz und das GPK auf den(p (1 - 272w)) fiir p = max @IP angewandt.[]

Satz: Nur dann gilt +::_1anbn ¢ <R fiir beliebige b,, € “N*, wenn dies ebenfalls fiir +::=_1Ei'n odera_; — a,
mit a,, € *N* zutrifft, da b, := 1 (+ a,,) (Teleskopsumme) gesetzt werden kann (vgl. [889], S. 346).L1

Definition: Erfiillen zwei Zahlen xo, yo € ®C* keine nicht-triviale Polynomgleichung p(x, y) = 0, so heifzen
sie w-algebraisch unabhdngig. Eine reelle Zahl # 0 heif3t potenzfrei, wenn ihr Betrag nur als Potenz einer
reellen Zahl mit einem ganzzahligen Exponenten = +1 darstellbar ist. A

Satz: Das GPK liefert mit e = (1 + p)? fiir maximales p € [P und m als Wallis-Produkt paarweise w-algebraisch
unabhingige Darstellungen von 4, C2,y, e, K und m.[J

Satz: Sind alle q € Q := $R>o potenzfrei, g* € Q und 2w > |x| € *R, muss x € ©Z gelten.

Beweis: Sei 0. B. d. A. x > 0. Da sich fiir nicht zu grofdes x € “N* kein Widerspruch ergibt, wird x € Q\*N*
angenommen. Wegen g* € ®Ar\Q lasst sich x := k/d € ®R>0\Q annehmen mit d, k € N*und d L k. Also muss g
= rd mit einem r € Q gelten. Dann weist aber der Fundamentalsatz der Arithmetik den Zahler oder Nenner
von q bzw. r grofRer als 2« aus. Dieser Widerspruch liefert die Behauptung.[]

Bemerkung: Die Bedingungen sind nicht hinreichend wie die Beispiele a, :=1,b, := 2 bzw. (a,) :=
(12,12,12,12,12,6,12,20,30,42, ..., dw), b,, := 1 mit den Summen & + 1 bzw. (w — 2)/® zeigen. Zu (n!)
bzw. (a,) mita, = a2 — a, + 1 gilt +,,_,a,b, € °Tr fir b, := n+ 2 bzw. by, := 1.

Bemerkung: Der vorige Satz beweist die Vermutung von Alaoglu und Erdds, dass p* und g* genau dann v-reell
fiir verschiedene p, g € VP sind, wenn x € VZ mit nicht zu grof3em |x| gilt.

Satz von Gelfond-Schneider: Mit g, ¢ € ®Ac \ B und infinitesimalem ¢, b € ©Ac \ SR gilt a? € *T.

Indirekter Beweis: Die Minimalpolynome p (und q) von ¢ bzw. ¢"*¢ = a? mit maximalem r € SR> und
f =p(-q) ergeben den Widerspruch f'(c"@) = 0 = (f(c") - f(c*)) / (¢" - ¢'*¢) = f'(¢@).O

Satz von Beal: Fiir a™ + b = ck mit a, b, c € *“N* und k, m, n € ®Nx3 gilt ggT(a, b, c) > 1.

Beweis: Aus b" = (¢ —a™)(ék + @™) = ¥ — a™ + k@™ — ék4a™ folgt, dass die Funktion
f(q,7) := k@D — gmF-U = 0 in g, r € “R>o stetig ist und insbesondere die Losung (g, 1) = (i, T) besitzt.
Jede weitere Losung in Briichen ergibt nach Potenzieren ggT(a, ¢) > 1 und damit die Behauptung.[

Folgerung: Die Fermat-Catalan-Vermutung lasst sich analog beweisen und ein unendlicher Abstieg wegen
ggT(a, b, ¢) > 1 ergibt, dass a" + b" = c* von keinem n € Nz fiir beliebige a, b, ¢ € N* erfiillt wird.[]

Drei-Kuben-Satz: Es gilt S:={n€Z:n#+4mod 9} ={ne€Z:n=a3+ b3+ c3+3(a+b)c(a-b+c)=(a+
)3+ (b-c)3+c3}ca’+ b3+ ¢3 + 6Z, da unabhingige vollstandige Induktion nach den gleichberechtigten
Variablen a, b, ¢ € Z zunichst {0, +1, +2, +3} c S zeigt und dann die Behauptung.[]

Satz von Brocard: Es gilt {(m, n) € N2 :n! + 1 =m?} ={(5,4), (11, 5), (71, 7)}.

Beweis: Aus n! = mm folgtm =7 + 1 firr € °N*und n = 3. Also ist n! = #(# & 2) = 8s(§ £ 1) mit s € “N*. Gelte
24 | nlund 29 § n! fiir maximales g € ®N*. Damit ist n! = 24(@ + 1) fiir u € ®N* und zwingend n! = 29(2¢-2 £+ 1).

Die Primfaktorzerlegung von n! erfordert dann n < 7, was die Behauptung ergibt.[]

Satz von Littlewood in der herkémmlichen Mathematik: Mit ||-||a als Abstand zur nédchsten ganzen Zahl gilt
lim inf n||nal|4||nb|l4 = O fir alle a, b € VR und n € "N*,
n—-oo

Beweis: Fiir k, m € VN* als Nenner der Kettenbruchentwicklung von a bzw. b mit Genauigkeit g € VR>o und
n/km immer wieder ganz liefert der dirichletsche Approximationssatz (s. [455], S. 63):
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lim infn||nal|4|Inb|l; = lim infn O(#)? = lim infO(#A) = 0.0
n-oo n—oo n-—-oo

Widerlegung durch die Nichtstandardmathematik: Fiira = b := >3 gilt w]||wal|4llwbllg = 1.0

Beispiel: Fiir s € )C mit Re(s) < 1 und z := 2% hat {(s) = +,_, @i* definitiv keine analytische Fortsetzung
(vgl. [949], S. 4) und ist damit nullstellenfrei. Dies widerlegt die Riemannsche Vermutung:

~ o ~ . 2) o
Fo o w =2+ w -4 w s+ s,

Satz: Da die Dirichletsche L-Funktion L(s, y) = +$=1 x()7° offenbar nur Nullstellen fiir s = 0 und nichttri-
viale Dirichlet-Charaktere y(n) hat, widerlegt sie die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung.[]

Satz von Collatz: Aus n;, := 3ny + 1 — xon (1) (51 + 1) mit no = n folgt nw € {1, 2, 4} fiir alle n € @N*,
Beweis: Jedes solche Verfahren, das ofter und mit grofderen Schritten absteigt als es aufsteigt, wie es der
Erwartungswert von 34 des vorigen Wertes anzeigt, unterschreitet alle no > 2. Daraus folgt die Behauptung,

weil der triviale Zyklus 4-2-1 nach (Slapnicar, Ivan: There are no cycles in the 3n + 1 sequence, arXiv:
1706.08399v1) hierbei der einzige ist.L
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Zeitrechnung im Achtersystem

Wir messen Zeit bisher in Jahren, Monaten, Wochen, Tagen, Stunden, Minuten und Sekunden. In jeweils
Tausendsteln kdnnen Sekunden immer feiner bis zur Messgrenze unterteilt werden. Aber ist unsere Zeit-
rechnung praktisch?

Folgende drei Fragen sollen die Probleme verdeutlichen:

1. Wie viele Tage liegen zwischen dem 25.01.2004 und dem 11.11.2004?
2. Auf welchen Wochentag fallt der 11.11.2004?
3. Wie viele Sekunden liegen zwischen 09:12:06 Uhr und 11.11.11 Uhr?

Die Antwort auf Frage 1 hat die unterschiedliche Lange der Monate und Schaltjahre zu berticksichtigen.

Die Antwort auf Frage 2 hat dartiber hinaus den Sieben-Tage-Rhythmus der Woche einzubeziehen und von
einem Datum mit bekanntem Wochentag auszugehen.

Die Antwort auf Frage 3 erfordert die Umrechnung von Stunden und Minuten in 3600 bzw. 60 Sekunden.
Ich schlage daher folgende Zeitrechnung vor:

1. Es wird durchweg das Achtersystem verwendet.

2. Die Zeit wird angegeben: [[+/-]Jahr,][Tag].[Bruchteil des Tages] [Zusatz].
3.In der Woche wird zwischen Sonntag und Montag ein Erdtag eingeschoben.
4. Die Monate haben regular vier Acht-Tage-Wochen.

5. Der letzte zwolfte Monat hat abweichend 13 Tage (im Schaltjahr 14).

6. Tag 0 ist Neujahr (1.1. bisher, Sonntag), Tag 1 ist Arbeitstag (Erdtag).

7. Das Jahr der Einfithrung ist das Jahr 0.

8. Zeitzonen entfallen und es gilt weltweit Greenwich-Zeit.

Erlduterungen:
Zu 1. (Es wird durchweg das Achtersystem verwendet.):

Wir verwenden zumeist das Dezimal- oder Zehnersystem (Basis 10, Ziffern 0 bis 9). Die Basis gibt die An-
zahl der verschiedenen Ziffern eines Zahlensystems an. Zahlen kénnen in anderen Zahlensystemen gleich-
wertig (nur mit anderem "Aussehen") dargestellt werden.

Zahlen, die grofer sind als die héchste Ziffer angibt, werden durch Ubertrag auf die nichste linke Stelle
gebildet: Auf die 9 folgt die 10, auf die 99 die 100, auf die 999 die 1000 usw.

Der Mensch kann durchschnittlich maximal sieben Dinge auf einmal erkennen, ohne sie zdhlen zu miissen.
Das Oktal- oder Achtersystem mit der Basis 8 besitzt die Ziffern 0 bis 7 und kommt hier der Natur des Men-
schen also entgegen.

Das Achtersystem lasst sich auf einfache Weise in andere Zahlensysteme umrechnen, die eine Potenz der
Basis zwei sind. Neben dem Dual- oder Zweiersystem (Basis 2, Ziffern 0 und 1) zdhlen hierzu insbesondere
das Tetral- oder Vierersystem (Basis 4, Ziffern 0 bis 3) und das Hexadezimal- oder Sechzehnersystem (Basis
16 Ziffern 0 bis 9 und A bis F).

Die meisten Computer beruhen auf dem Zweiersystem. Die Ziffern 0 und 1 geben an, ob Strom flief3t oder
nicht. Zahlen im Zehnersystem miissen fiir diese Rechner in das Zweiersystem umgewandelt werden, damit
schnell gerechnet werden kann.

Je langer die Zahlen sind, desto zeitaufwandiger ist die Umrechnung. Fiir die Ausgabe im Zehnersystem ist
eine erneute Umwandlung erforderlich. Bei der Umrechnung zwischen Zweier- und Zehnersystem treten

im Nachkommabereich hiufig umwandlungsbedingte Rundungen auf.

Hier einige Beispiele (die tiefgestellte Zahl gibt zur Unterscheidung der Zahlensysteme die Basis an):
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200410 = 7D416 = 37243 = 1331104 =111110101002.

Wird 111110101002 von rechts ausgehend in Zweierblocke durch | unterteilt in der Form
1]11]11]01|01]|002, so kann durch folgende Entsprechungen die Darstellung fiir 1331104 gewonnen wer-
den:

0020,0121,10 2 2und 11 2 3. Ein erster Block mit einer Ziffer bleibt unverandert.

Flr die Gewinnung von 3724gaus 111110101002 sind Dreierblécke von rechts zu bilden: 11|111]010|100x.
Die Entsprechungen lauten:

00020,00121,01022,0112£3,10024,101 25,110 2 6und 111 £ 7. Ein erster Block mit weniger
als drei Ziffern ist vorher durch Nullen links aufzufiillen.

Flr die Gewinnung von 7D416 aus 111110101002 sind Viererblécke von rechts zu bilden: 111{1101|0100x.
Die Entsprechungen lauten:

0000 2 0,0001 4 1,001022,0011 2 3,01002 4,010145,011046,011127,100028,1001 29,1010
2A,10114B,11004C, 11012 D,1110 2 Eund 1111 2 F. Ein erster Block mit weniger als vier Ziffern ist
vorher durch Nullen links aufzufiillen.

Allgemein sind bei einer Basis 2" Blocke mit n Ziffern der Darstellung im Zweiersystem von rechts zu bilden
und der erste links stehende Block vorher mit Nullen auf n Ziffern von links aufzufiillen. Die Umwandlung
funktioniert auch umgekehrt vom 2»-System in das Zweiersystem. Ferner gibt es noch andere Algorithmen
der Umwandlung.

Fiir die Gewinnung von 7D416 aus 200410 wird 200410 fortwahrend durch 1610 geteilt:
200410 / 1610 = 12510 Rest 410;

12510 / 1610 = 710 Rest 1310;

1310 / 1610 = 010 Rest 710.

Die zweistelligen Reste werden ins Sechzehnersystem umgewandelt und von unten nach oben durchgegan-
gen. Das gewiinschte Ergebnis 7D416 ergibt sich, wenn sie dabei von links nach rechts aneinandergereiht
werden: 710 = 716,1310 = D16 und 410 = 41e.

Allgemein ist die umzuwandelnde Zahl durch die Basis des Zielsystems fortwahrend zu teilen und die mehr-
stelligen Reste sind in die Schreibweise des Zielsystems umzuwandeln. Die gesuchte Zahl ergibt sich durch
die Aneinanderreihung der Reste von links nach rechts, wenn in der Divisionsrechnung die Reste von unten
nach oben durchgegangen werden.

Natiirlich existieren hier andere Umwandlungsalgorithmen - auch in die andere Richtung. Da die fortwah-
rende Division rechnerisch aufwandiger ist als die Ziffernersetzung in Ziffernblocken, entsteht der ange-
sprochene Zeitverlust. Nachkommastellen werden dhnlich umgewandelt.

Zu 2. (Die Zeit wird angegeben: [[+/-]Jahr,][Tag].[Bruchteil des Tages] [Zusatz].):

Die Reihenfolge ergibt sich aus der Sortierfihigkeit der Zeitangabe. Das + kann weggelassen werden; das -
bezieht sich nur auf das Jahr. Wird der Bruchteil des Tages weggelassen, ergibt sich die Datumsangabe. Das
Jahr kann ebenfalls weggelassen werden, wenn das Verstandnis es zulasst.

Der Bruchteil wird als Folge von Oktalziffern angegeben. Aus optischen Griinden kénnen die Ziffern rechts
auf eine gerade Anzahl mit Nullen aufgefiillt werden (z. B. vier- oder sechsstellig). Zusatz kann beispiels-
weise sein: christlich, jiidisch oder islamisch oder eine Abkiirzung. Der Standard ist ohne Zusatz.

Die Jahreszeiten Friihling, Sommer, Herbst und Winter und die Feiertage kehren regelmafiig wieder. Diese
Regelmafigkeiten sollen auf das Jahr gesehen erhalten bleiben, auch wenn es in den Details Unregelmaf3ig-
keiten gibt.

Stunden werden aus Verwechslungsgriinden nicht mehr verwendet. Der Tag wird grob in acht Teile (Okten
genannt) geteilt. Eine Okte wird ferner in acht Teile (Lepten genannt) geteilt. Die Minute wird neu definiert
als der 64. Teil einer Lepte. Die Sekunde wird neu definiert als der 262144. Teil eines Tages (64 * 64 * 64 =
262144).
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Damit kann mit sechs Ziffern im Achtersystem die Zeit ungefidhr dreimal genauer angegeben werden als mit
sechs Ziffern im Zehnersystem (262144 / [24 * 60 * 60] ~ 3,034). Vier Lepten oder eine halbe Okte entspre-
chen 1,5 Stunden und zwei Lepten entsprechen einer Schulstunde von 45 (alten) Minuten. Die Fiinfminu-
tenpause wird zur Viertelleptenpause.

Da 6410 = 100g ist, gehen Sekunden auf natiirliche Weise in Minuten iiber, Minuten ebenso in Lepten und
Lepten in Tage. Tage konnen nicht auf natiirliche Weise in Jahre iibergehen, da ein normales Jahr 36510 =
555g Tage hat. Das Schaltjahr mit 36610 = 5565 Tagen verbessert nichts hierbei.

Das neue analoge Uhrenzifferblatt ist viel symmetrischer aufgebaut als das alte und entspricht besser der
Kompassrose und der Sonnenuhr. x und + sind als Hauptachsen tiberlagert. Unten steht die 0. Im Uhrzei-
gersinn folgen die Ziffern 1 bis 7. Die Teilung in 64 Striche (Lepten, neue Minuten und Sekunden) weicht
optisch kaum von der bisherigen in 60 Striche (alte Minuten und Sekunden) ab.

Zu 3. (In der Woche wird zwischen Sonntag und Montag ein Erdtag eingeschoben.):

In mehreren Sprachen sind die Wochentage nach Planeten benannt. Die Erde ging als innerer Planet bisher
leer aus. Sie wird mit dem Erdtag gewlirdigt. Letztlich ist es aber weniger entscheidend, welche Bezeich-
nung eine Sprachgemeinschaft verwendet.

Eine Woche mit acht Tagen stellt auf den ersten Blick eine hohere menschliche Belastung dar. Der Mittwoch
konnte als Mitte der Woche jedoch eine Entlastung bringen, wenn der Nachmittag sowohl bei der Arbeit als
auch in der Schule méglichst frei gehalten wird.

Wir gehen von einem Acht-Stunden-Arbeitstag und zwei freien Wochenendtagen aus. Betrachten wir 56
Tage, von denen in der Sieben-Tage-Woche 320 Stunden, in der Acht-Tage-Woche 336 Stunden gearbeitet
wirde, so ergibt sich fiir den Mittwoch, dass bei gleicher Arbeitszeit 16/7 Stunden pro Acht-Tage-Woche
weniger gearbeitet werden miisste.

Begannen wir unsere Arbeit in GMT um 7 Uhr, so wiirden wir bis 15:30 Uhr an einem Acht-Stunden-Ar-
beitstag arbeiten, wenn wir von einer halben Stunde Mittagspause ausgehen. An einem Mittwoch brauchte
bei gleicher Beginnzeit nur bis ca. 12:43 Uhr gearbeitet werden.

Es steht einem frei, bei gleitender Arbeitszeit die Woche tlber langer zu arbeiten, um beispielsweise am
Freitag seine Arbeit frither beenden zu kénnen. Bei anderen Arbeitszeitmodellen und Arbeitszeiten sind ent-
sprechend modifizierte Lésungen anzuwenden.

Zu 4. (Die Monate haben regular vier Acht-Tage-Wochen.):

Mit 32 Tagen konnen die Monate sehr gut in Zweierschritten halbiert werden. Aus der dreistelligen Tages-
angabe lasst sich im Achtersystem der Monat ermitteln - gegebenenfalls sind links Nullen zu ergdnzen. O -
3 an der zweiten Stelle kennzeichnet ungerade, 4 - 7 gerade Monate.

Monat ist allerdings nur ein Ubergangsbegriff und schlieRlich von Mond abgeleitet ist, welcher in der neuen
Zeitrechnung untergeordnete Bedeutung hat. Es werden stattdessen die Begriffe Halfte, Drittel, Viertel,
Sechstel und Zwolftel (des Jahres) verwendet. Das Datum soll méglichst auf Woche oder Tag genau angege-
ben werden.

Zu 5. (Der letzte zwolfte Monat hat abweichend 13 Tage (im Schaltjahr 14).):

Die Position des Schalttages mitten im Jahr war bisher wenig einleuchtend. Am Ende des Jahres kann die
Zeitrechnung sinnvoll korrigiert werden, indem fehlende Zeiteinheiten eingefiigt werden - insbesondere in
Sekunden. Zu Neujahr werden dann alle Uhren auf [Jahr],0.000000 zuriickgesetzt. Dies kommt auch Berei-

chen zugute, bei denen es auf besondere Genauigkeit ankommt.

Die letzten fiinf (im Schaltjahr sechs) Tage konnen eigene Wochentagsnamen erhalten. Die Wochentagsna-
men werden vermutlich aber in ihrer Bedeutung zugunsten der mit ihnen verbundenen Ziffern abnehmen.

Zu 6. (Tag 0 ist Neujahr (1.1. bisher, Sonntag), Tag 1 ist Arbeitstag (Erdtag).):

© 1983-2024 by Boris Haase Seite 54 von 143



Den Sonntag auf den Monatsbeginn fallen zu lassen, hat praktische Griinde. Der Wochenbeginn mit Sonntag
hat historische Griinde und ist auch ein Zugestindnis an den Mondkalender. Die 0 dhnelt auferdem dem
Symbol fiir Sonne (Sonnenkalender).

Da der Gregorianische Kalender derzeit der am meisten verbreitete Kalender ist, fallt nach ihm Neujahr
auch im Oktalkalender auf den 1.1. Die Feiern um die Jahreswende sollen in bewahrter Form begangen
werden konnen.

Zu 7. (Das Jahr der Einfiihrung ist das Jahr 0.):

Dies geschieht aus praktischen Griinden: Das Jahr kann (ohne Zusatz) kurz notiert werden. Es wird ein
deutlicher Schnitt zur alten Zeitrechnung gemacht. Von allen Punkten ist dieser der am wenigsten verbind-
liche.

Zu 8. (Zeitzonen entfallen und es gilt weltweit Greenwich-Zeit.):

Die Frage, welche Uhrzeit in einer anderen Zeitzone gilt, eriibrigt sich. Eine weltweite Verstandigung wird
erleichtert, da alle Uhren auf der Erde dieselbe Zeit anzeigen, wenn sie synchronisiert werden. Greenwich ist
durch den Nullmeridian historisch ausgezeichnet.

Es wird nun statt der drei Ausgangsfragen die wesentlich schwierigere gestellt:
Wie viele Tage liegen zwischen dem 25.01.2004 09:12:06 Uhr und dem 11.11.2004 11:11:11 Uhr?

Zunichst wird die Frage im Achtersystem umformuliert (mit Rundung bei den Sekunden, chr. steht fiir
christlich):

Wie viele Tage liegen zwischen 3724,30.304233 chr. und 3724,473.356511 chr.?

Die Antwort liefert eine einfache Subtraktion: 443.052256. Der 25.01.2004 wire in der neuen Zeitrechung
ein Sonntag, der 11.11.2004 ein Dienstag. Zwischen den beiden Zeitangaben liegen genau 443052256
(neue) Sekunden, gerundet 4430523 (neue) Minuten, 44305 Lepten, 4431 Okten, 443 Tage und 44 Wochen.

Diskussion wichtiger Punkte:

Die grofdte Herausforderung diirfte - unabhangig von der Zeitrechnung - in der Umstellung auf das Achter-
system liegen. Sie ist mit hohen Kosten, grofSem Diskussionsbedarf und jahrelanger Vorbereitung verbun-
den. Die Politik wird unter umfangreichen Werbemafinahmen eine harte Uberzeugungsarbeit leisten miis-
sen.

Ein Tag mehr pro Woche betrifft alle Religionsgemeinschaften gleich (gerecht). Gegeniiber anderen Wo-
chenldngen ist die Ergdnzung um einen Tag sicher die mafivollste. Die Jahresangabe ist nicht religids be-
griindet. Durch den Zusatz kann jede Religionsgemeinschaft ihre Jahresrechnung kennzeichnen.

Ich zweifle nicht an der Lernfahigkeit des Menschen. Auch der Umgang mit Computern wurde bisher erfolg-
reich bewaltigt. Die Kluft zwischen Mensch und Computer wird durch Einfithrung des Achtersystems stark
verringert.

Auf den Monat bezogene Geldbetrdge konnen auf Woche und Tag umgerechnet werden. Dies hilft bei der
Umrechnung auf den verkiirzten zwolften Monat. Die im Normalfall gleiche Monatsldnge ist hinsichtlich des
Geldes gerechter als die bisher unregelmafiige.

Jeder hat erkennbar jedes Jahr am gleichen Wochentag Geburtstag - von den an einem Schalttag Geborenen

abgesehen. Dies ist kein entscheidender Nachteil. Der emotionale Rhythmus von 28 Tagen im Biorhythmus
wird auf3erdem besser durchmischt.
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Die SI-Einheit Sekunde miisste neu definiert werden. Atomuhren sollten hiermit kein Problem haben. Die
Einfiilhrung des Achtersystems erfordert die Ersetzung von Begriffen wie Kilo und Million bzw. die Bedeu-
tungsverschiebung von Wortanfingen wie Mega-, Mikro- und Nano-.

Je nach alter Zeitzone gestaltet sich der Tag bezogen auf die Uhrzeit anders. Wie gewohnt kdnnen die Men-
schen den Tag beginnen, essen, arbeiten oder lernen, sich treffen und schlafen. Lediglich die angezeigte
Uhrzeit ist eine andere.

Dies ist gewdhnungsbediirftig, auch was die Datumsgrenze angeht. Sie bleibt aber an ihrer alten Stelle. Der
weltweiten Kommunikation ist wegen ihrer zunehmenden Bedeutung Vorrang zu geben. Die entstehenden
Kosten werden tiber die Jahre durch die gesparten iibertroffen. Kalkulation und Kommunikation werden
deutlich einfacher.

Mit der Einfiihrung des Achtersystems ist es allein nicht getan. Sie sollte sinnvoll mit einer weltweiten Pri-
marsprache (als Muttersprache) verbunden werden, die ebenfalls auf dem Achtersystem beruht. Eine sol-
che leistungsfahige Plansprache findet sich unter Linguistik. Jeder Mensch soll mit jedem anderen auf glei-
chem Niveau sprechen kénnen.
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Synoptischer Ok- Januar, Februar, Méarz, April, Mai, Juni, Juli, August,
talkalender September, Oktober, November, Dezember (Schalttag)
Wochentag 1. Woche 2. Woche 3. Woche 4. Woche

Sonntag 0. Tag 10. Tag 20.Tag 30. Tag
Erdtag 1. Tag 11. Tag 21.Tag 31.Tag
Montag 2. Tag 12. Tag 22.Tag 32.Tag
Dienstag 3. Tag 13. Tag 23.Tag 33.Tag
Mittwoch 4. Tag 14. Tag 24.Tag 34.Tag
Donnerstag 5. Tag 15, Tag 25.Tag 35.Tag
Freitag 6. Tag 16. Tag 26.Tag 36.Tag
Samstag 7. Tag 17.Tag 27.Tag 37.Tag

Ausblick: Langenrechnung im Achtersystem

Wir messen Langen bisher auf Grundlage der SI-Einheit Meter. Im Achtersystem sind geeignete Vielfache
von 8 zu bilden. Wie ist die Umsetzung praktisch zu gestalten?

Statt herkdmmlichen Kilometern von 100010 m Ladnge werden Oktalkilometer von 51210 = 10008 m Lange
verwendet. Da die Zeit statt in herkdmmlichen Sekunden in Oktalsekunden von Tageslange/1000000s ~
0,3310 s gemessen wird, folgt, dass pro herkommlicher Sekunde ungefahr drei Oktalsekunden gezahlt wer-
den.

Auf dem Tachometer wird die Geschwindigkeit in Oktalkilometer/Lepte gemessen, wobei Lepten der 100s.
= 6410. Teil des Tages sind. 100 Stundenkilometer entsprechen dann ungefahr 73,24210 ~ 111,25 Lepten(ok-
tal)kilometer. Der Unterschied im Zahlenwert ist also kaum abweichend und daher vertretbar. 100s Lep-
ten(oktal)kilometer entsprechen umgekehrt ungefahr 87,3810 Stundenkilometer.

Die Lichtgeschwindigkeit betragt 29979245810 m/s = 98808549,3910 m/Oktalsekunde ~ 570731345s
m/Oktalsekunde. Wenn wir die Lichtgeschwindigkeit mit ca. 300000 km/s angeben, kdnnen wir sie auch
mit 570000 Oktalkilometer/Oktalsekunde angeben.

Die 2510-m-Schwimmbahnen werden auf 2410 = 30s m verkirzt, die 5010-m-Schwimmbahnen auf 4810 =
60sm. Statt 5010 m, 10010 m, 20010 m, 40010 m, 80010 m und 150010 m waren dann 4810 = 60s m, 9610 = 140s
m, 19210 = 3008 m, 38410 = 6008 m, 76810 = 14008 m und 153610 = 30008 m zu schwimmen. Auch diese
Abweichungen sind vertretbar. Die Langstrecken sollten Vielfache von 1000s sein.

In der Leichtathletik gibt es dariiber hinaus folgende Strecken: 300010 m, 500010 m, 1000010 m, 2000010 m
und 5000010 m, die durch folgende Strecken abgelost werden kénnten: 307210 = 60008 m, 409610 = 100008 m,
819210 = 200008 m, 2048010 = 500008 m und 4915210 = 1400008 m. Der Marathon bleibt unverandert
(42,195 km = 122,323g Oktalkilometer).

Im Bau gelten meist auf den Zentimeter genau bestimmte Mafde. Da im Achtersystem auf 1/6410 bzw.
1/51210 m genau gerechnet werden kann, sollten hier keine Probleme bestehen. Ahnliches gilt fiir Mébel,
obwohl hier sicherlich der Wechsel von Mafien als Vielfaches von 0,1 m auf Vielfache von 0,125 m akzeptiert
werden kann.
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Musik

Im spateren Leben

von Boris Haase

Maestoso J =90

© Boris Haase

© 1983-2024 by Boris Haase Seite 58 von 143



von Boris Haase
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Halt' nicht am Leben fest

von Boris Haase

Allegro (MM.J =c.120)
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Schlaflos lieg ich hier im Bette

von Boris Haase
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Frahling

von Boris Haase
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Ballettiibung

Moderato (J=c 108)

von Boris Haase
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In Venedig

von Boris Haase
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Unter der Briicke

von Boris Haase
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Unter der Briicke
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Trommelhasenduett

von Boris Haase

1
T

===

1
)

1
L4

1
T

1
L4

1
14

1
14

[ A A AW A 4
e ¥

re

r

AN AN AT AX ¢

r

1 1 171 1
T d 7T 14

x

fp

/1
> 3
7
i 4

ri

ri

Snare-Sektion 1

Snare-Sektion 2 |

=

11
—

e

| 7 S |
—

| ™

e

[ e

-]

=—prr__Ir e rrip aprr rrrrrr o

»p

[ A ANE AW 6

[

Fold

|

—

KL Tr. 1

K.Tr.2 B

il I
1S

1 A
m & |
Al
0] 1
L s |1
m_

mrrffr
~ ===
f

KL Tr. 1

K.Tr.2

[OI O I
===

re
1

[ 2 A2 2K K ¢
| 2 e ) [ |

K. Tr. 1

© Boris Haase

Seite 68 von 143

© 1983-2024 by Boris Haase



© 1983-2024 by Boris Haase

Auf dem Jahrmarkt

von Boris Haase

Allegro (MM. J=c.120)
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Auf dem Jahrmarkt
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Glockenblumen

Allegro (MM.J=c.120)

von Boris Haase
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Glockenblumen
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von Boris Haase
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von Boris Haase
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Am See
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Am Fluss

von Boris Haase

c.108)
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Am Fluss
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von Boris Haase

—

An der Mauer

c.120)
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An der Mauer
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Physik

Unter Schwingungen wird als Ergebnis von Jugend forscht 1983 eine durch Differentiation gewonnene Na-
herungsformel fiir die Periodendauer ausgewahlter Schwingungen eines Massepunktes in der Ebene her-
geleitet, die die exakte, aber unhandliche Integration vermeidet. Die Periodendauer fiir das mathematische
Pendel wird experimentell iiberpriift. Fiir das Universum werden das Wiirfel- und das dazu isomorphe Ku-
gelmodell vorgestellt.
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Schwingungen

Jugend forscht 1983
Fachgebiet Physik

Ein neuartiges Verfahren zur Bestimmung der Periodendauer des mathematischen Pendels bei grofien
Amplituden und die Diskussion zur Anwendbarkeit auf andere ausgesuchte Schwingungen der Ebene

Erarbeitet von
Boris Haase (18),
Theodor-Heuss-Gymnasium zu Géttingen

Kurzfassung der vorliegenden Arbeit

Die Schwingungsdauer von Massenpunkten auf gekriimmten Schwingungsbahnen in der senkrechten
Ebene - wie z. B. des mathematischen Pendels und des Zykloidenpendels - soll in der vorliegenden Arbeit
auf einfachere Weise berechnet werden als bisher.

Die meisten dieser Schwingungsdauern sind bei grofRerer Entfernung des Massenpunktes auf der Schwin-
gungsbahn von der Ruhelage, deren tiefstem Punkt, von dieser Entfernung abhédngig, was die Berechnung
im Allgemeinen erschwert.

Um eine von dieser Entfernung, der Amplitude, unabhéngige Periodendauer berechnen zu kdnnen, muss
man aufder der Masse nur die Direktionsgréfie kennen, dem Quotienten aus riicktreibender Kraft und dem
dazugehorigen Auslenkungs- bzw. Direktionsweg.

Diese Kenntnis wird in dieser Arbeit auf die von ihrer Amplitude abhidngigen Schwingungsdauern erweitert
und angewandt.

Hierbei ergeben sich zu den herkémmlichen Methoden teilweise Differenzen - am Beispiel des mathemati-
schen Pendels bis hochstens ein Prozent bei 90° Auslenkung -, teilweise wie am Beispiel des Zykloidenpen-
dels jedoch nicht. Zum ebenfalls bearbeiteten Ellipsenpendel konnten keine Literatur-Angaben gefunden

werden.

Im experimentellen Teil konnte die errechnete Periodendauer fiir das mathematische Pendel mit Riicksicht
auf die Fehlerquellen und die Messgenauigkeit bestatigt werden.

Der Verfasser kommt zu dem Schluss, dass das eigenstiandig entwickelte Verfahren durchaus zur Anwen-
dung in der Physik kommen konnte.
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1. Einleitung
1.1. Anlass und Grundgedanke

Die Periodendauer des mathematischen Pendels bei grofen Ausschlagen ist bisher liber recht schwierige
Verfahren der Infinitesimalrechnung und Reihenentwicklung ermittelt worden. Das in der vorliegenden Ar-
beit entwickelte neue Verfahren zur Bestimmung der Periodendauern fiir ausgesuchte Schwingungen der
Ebene soll den Rechenweg einerseits vereinfachen, aber auch in Bezug auf seine Genauigkeit an zwei Bei-
spielen mit dem alten Verfahren verglichen werden.

Grundgedanke ist die zeitgleiche Simulation der jeweiligen Pendelschwingung durch eine geradlinige har-
monische Schwingung (Federpendel, Oszillator).
1.2. Voraussetzungen

Alle ausgesuchten Schwingungen gehen von einem Massenpunkt aus, der in der senkrechten Ebene an ei-
nem masselosen Faden um einen festen Punkt schwingen soll.

Der Pendelfaden darf hierbei - von der Ruhelage aus gesehen - hdchstens um 90° ausgelenkt werden, da die
maximal riicktreibende Kraftin der Ausgangshohe liegen muss, in welcher keine Zusatzbeschleunigung auf-
treten soll.

Um einen freien Fall zu verhindern, miissten sonst Stangen statt Fiden verwendet werden, welche aber
nicht (wie notwendig) an Evoluten der Schwingungsbahnen angeschmiegt werden kénnten. Trotz der An-

schmiegung wird zur Vereinfachung die Lange des Pendels in Ruhelage angenommen.

Der Kriimmungsradius der Schwingungsbahn muss von der Ruhelage aus entweder konstant bleiben oder
sich stetig verringern, damit ebenfalls ein freier Fall verhindert wird.
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Reibungs- und Dampfungserscheinungen sollen vernachlassigt werden.
Anderenfalls sind weitere Berechnungen fiir die Periodendauer notwendig, die aber den Rahmen dieser

Arbeit sprengen wiirden.

2. Hauptteil
2.1. Theoretische Losung des Problems
2.1.1. Allgemeine Losung

Die Periodendauer einer harmonischen Schwingung ist gegeben durch:

@T= Zn\[g.

b)VYamvi=%Ds’=mgh.

Nach dem Energieerhaltungssatz gilt:

Bei einer Schwingung bilden die Lageenergie Wpot und die Bewegungsenergie Wiin die konstante Summe:
(C) Wpot + Win = Wpoto.

Wpot? soll nun durch die Spannenergie Wsp ausgedriickt werden, um eine von der Amplitude abhangige Di-
rektionsgrofie D (o) zu ermitteln. D (o) soll dann in die Formel (a) zur Ermittlung der Periodendauer ein-
gesetzt werden.

Dazu ist eine Ersatzbewegung der Masse m durch die Kraft F auf dem Direktionsweg s notwendig. Es gilt:
(d) D = F/s (Hookesches Gesetz) und
(e) F =ma =mlp (Newton).
Im Weiteren wird immer wieder auf die DirektionsgrofRe D des ebenen Fadenpendels bei minimaler

Amplitude zuriickgegriffen. Hierbei gilt fiir die riicktreibende und zur Schwingungsbahn tangentiale Kraft
Fr, da die Normalkraft durch die Spannkraft des Fadens aufgehoben wird (1, 2):

(f) FrR=mg sin ¢ = -ml.
Daraus folgt:

.. : 8
() ¢=sing =1
Fiir kleinste Ausschlagswinkel ¢ kann sin ¢ durch ¢ ersetzt werden, und es gelten die Bedingungen fiir die

harmonische Schwingung. Daher ist:
M) o =w?¢

(How= \E

()D=mw?=m

und aus (g) folgt:

Somit gilt:

— 109

Fiir groflere Amplituden muss sich die Direktionsgrofie D aus dem Produkt der Direktionsgrofie fiir die
harmonische Schwingung mit einem die unharmonische Schwingung bestimmenden Funktionswert f (o)
des Ausschlagswinkels ¢ zusammensetzen.

Man schreibt:

() D(9,) = (m3) f(o,).

Der Funktionswert f (o) ist jedoch fiir die harmonische Bedingung des Energiesatzes nicht definiert, sodass
er sich bei einer Einfiihrung herausheben muss. Mit s = x! gilt:
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f((PO)zlng (Xl) 2

O — mgh
E —mg.

Qo

Hiermit kann der sich nicht andernde Direktionsweg s iiber den Energiesatz berechnet werden, wenn man
den Funktionswert f(¢o) der riicktreibenden Kraft Fr zuordnet. Mit

1

E(m%) s? = mgh

ergibt sich fiir den Direktionsweg:

(m) s = v2lh.
Die riicktreibende Kraft Fr muss also unabhingig vom Energiesatz entwickelt werden. Sie ist vielmehr
durch die Ausgangsschwingung als die in der Ausgangshohe der Schwingungsbahn tangential angreifende
und somit maximal riicktreibende Kraft festgelegt. Aus

M) Fr=(-)ma

erhdlt man mit (a) und (d) die Periodendauer:

(0)T=2m ,@

Anschaulich stellt der Direktionsweg s mit (im) die Sehne eines Kreises mit dem Radius [ dar. Da dieser Kreis
Kriimmungskreis fiir die Ruhelage der Schwingungsbahn ist, muss diese Sehne von einem Kreisbahnpunkt
in der Ausgangshohe h zur Ruhelage fithren.

Die einfachste Form einer Schwingungsbahn, die sich mit dem Kriimmungskreis deckt und eine punktfor-
mige Evolute besitzt, ist die des mathematischen Pendels (Abb. 1). Dieses soll darum zuerst behandelt wer-
den.

2.1.2. Das mathematische Pendel

Aus Abb. 1 erhélt man fiir den Direktionsweg s:

s = 2sin (%) L

Mit (f) gilt fiir die maximal riicktreibende Kraft Fr:
Fr = (-) mg sin @o.

Die Periodendauer ist mit (a) und (d) daher:

2.1.3. Das Zykloidenpendel
Fiir die gemeine Zykloide (Abb. 2) gilt die Parametergleichung (2):

x=a(p-sinp)undy=a (cosd-1).

p = 4asin (g)
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Da die Winkel ¢ von der Ausgangshéhe h zur Ruhelage bei ¢ = m zunehmen bzw. der Sinus von ¢/2 nach
Uberschreiten der Ruhelage zum Umkehrpunkt wieder abnimmt, sind die Voraussetzungen fiir die Berech-
nung der Periodendauer erfiillt.

Die Ausgangshohe ist:

h=2a+y=a/(cos o+ 1).
Setzt man h in (m) ein, gilt mitl = 4 a:

cos¢, +1 b,
s=1 Tcos <? L.

Da die Tangentialbeschleunigung b: stets senkrecht zum Kriimmungsradius p wirkt, erhélt man fiir sie:

%
b, = a cos <7 g.

Wenn ¢o = 0 ist, dann ist by = g, wenn ¢o = T ist, dann ist b¢ = 0. Daher muss der Multiplikator a = 1 sein
und gelten:
¢0
b, = — e
¢ = COS < 5 |8

Mit (o) ergibt sich schlief3lich fiir die Periodendauer:

1
T=2m |-
g

Dieses wurde durch Huygens schon Jahrhunderte vorher bewiesen.

2.1.4. Das Ellipsenpendel

Fir die Ellipse (Abb. 3) gilt die Parametergleichung (3):

XZ y2

3_2 + b_2 =1.
Flir den Kriimmungsradius p ergibt sich nach Differentiation (siehe Anhang):

(a*-a?x? + b2x?)3/2
B a*b ’

Von der Ruhelage mit x = 0 zu den Umkehrpunkten hin nimmt x zu, und da a? x2 > b2 x2 ist, verringert sich
der Kriimmungsradius stetig. In der Ruhelage ist p daher:

Mit

ist die Ausgangshohe h:

XZ
h=b+y=b(1-[1-5 |

Mit (m) ergibt sich daher fiir den Direktionsweg s:
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s= fZa(a—\/az-xz).

Damit ist der Direktionsweg unabhéngig von der kleinen Halbachse der Ellipse.
Die Tangentialbeschleunigung b: ist (nach Abb. 3):

bxg

R e =t

Mit (o) erhalt man fiir die Periodendauer:

a*-a2x? + b2x2 Za(a-\/az-xz)

T=2
T bxg

Fiir x = 0 ist die Periodendauer zwar nicht definiert, fiir sehr kleine x gilt jedoch:

T=2 a’ 2 :
=21 |;— =27 |-
bg g

Die Schwingungsdauer auf einer Ellipse bei maximalem Ausschlag ist unabhangig von der kleinen Halb-
achse.

Fiir x = a ergibt sich der Satz:

2.2.Versuch zum mathematischen Pendel

Im experimentellen Teil wurde sich aus zeitlichen Griinden auf das mathematische Pendel beschrénkt.
Nicht nur das Anfertigen von Evoluten ware andererseits sehr aufwendig, sondern bei der Zykloiden- bzw.
Ellipsenschwingung wiirden sich auch grofiere Fehlerquellen erschlief3en. Hierzu gehort die Schwierigkeit,
das Pendel genau an die Evolute schwingen zu lassen, da schon nach wenigen Schwingungen das Pendel die
senkrechte Ebene verlasst. AufSerdem treten beim Anschwingen und im Lager Impuls- bzw. Reibungskrafte

auf, die bei grofRen Amplituden das jeweilige Pendel zum mathematischen Pendel werden lassen.

Letzteres kann daher als Teil fiir das Ganze betrachtet werden.

2.2.1. Versuchsaufbau
Zwei meterlange Stangen werden mit einer dritten und vier Muffen verbunden und symmetrisch durch zwei
Deckenhaken geschoben. In der Mitte wird zusatzlich ein Winkelmesser und das Lager fiir den Pendelfaden

von 1.60 m Lange befestigt.

Eine Luftkissenfahrbahn wird parallel dazu auf dem Labortisch so platziert, dass ihre Mitte sich senkrecht
unter der Spitze des Winkelmessers befindet.

Ein auf der Mitte platzierter Fahrbahnwagen von 0.2 kg Masse wird durch zwei Federn so eingespannt, dass
zwischen der Einspannung am Ende des Labortisches und des Wagens eine Direktionsgrofie von 2 N/m
herrscht.

Eine Stoppuhr wird griffbereit von der Ausgangshohe des Pendels und des Wagens aufgestellt.

Eine Abbildung zum Versuch befindet sich auf dem Titelblatt. Im Anhang sind auch alle verwendeten Gerate
aufgefihrt.
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2.2.2. Versuchsablauf und Ergebnisse

Zuerst wurde sich von der Unabhéngigkeit der Periodendauer von der Pendelmasse iiberzeugt, indem ein-
mal eine ca. 5 kg schwere Kugel, ein anderes Mal der auf 1 kg Masse beschwerte Fahrbahnwagen am Pen-
delfaden befestigt wurden. Der Unterschied der gemessenen Periodendauern betrug eine hundertstel Se-
kunde auf jede der zehn Perioden.

Bei der Simulation des mathematischen Pendels durch den harmonischen Oszillator betrug die Zeitdiffe-
renz pro Schwingung 0.6 s (Hin- und Hergang) bei zehn Schwingungen und 60° maximaler Auslenkung des

Pendels.

Zur Berechnung der Masse des harmonischen Oszillators wurde die Formel verwandt:
21
cos (%) g

Letztere kann direkt aus den Periodendauern fiir die beiden Systeme ermittelt werden.

m=

Hierbei ist die Direktionsgrofie Do fiir den Oszillator das Doppelte der gleichgrofien Federkonstanten der
verwendeten Zugfedern. Die Periodendauer des Oszillators ist daher:

T= 211\/% (4).

Die oben errechnete Periodendauer des mathematischen Pendels ist:

, 1
T=~2n m.

Die Ddmpfung des Pendels bei einer Auslenkung von 60° betrug 1°, die des Oszillators 0.01 m bei einer
Auslenkung von 0.9 m.

Die Messwerte fiir Ausschldage des mathematischen Pendels von 0° bis 90° sind in Tab. 1 im Anhang aufge-
fithrt.

2.3. Fehlerrechnungen

Die Periodendauer des mathematischen Pendels wurde bisher iiber das elliptische Integral

mit

angegeben (2).

r=an [ (3) e () s (F32) ke
=T g 2 24 246 '

Um einen direkten Vergleich mit der neuen Formel fiir die Periodendauer:

anstellen zu konnen, wird der Funktionswert
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mit Hilfe der Reihe bei |x| < 1:

_ 2 _ - 3
p(e-Dx”  p(-D(p-2)x"

1 P=1 (2
(1+x) + px + 1 123 2)
und der Beziehung:
1
(o) = ——=
/1-sin2 (%)
bei
Po

in die Vergleichsreihe:

umgewandelt.
Hieraus ergibt sich, dass die beiden Reihen bis zum ersten quadratischen Glied {ibereinstimmen.

Teilt man die alte durch die neue Reihe und subtrahiert 1, so ergibt sich die dem Betrag nach kleinere Reihe

des relativen Fehlers:

1 1 231
—k*+—Kk°® +

8 ...
64 64 16384k o

Dividiert man umgekehrt bei gleicher Subtraktion, so ist der relative Fehler grofier:

Doy Laop 2% gy
64 64 16384

Die Reihe des absoluten Fehlers ergibt sich durch Subtraktion der alten von der neuen Reihe:

1 5 335
—k*+—Kk®+

8 4 ...
64 256 16384k o

Die Werte fiir ausgesuchte Winkel von 0° bis 90° aller hier aufgefiihrten Reihen sind im Anhang in Tabellen
festgehalten.

2.4. Diskussion

An dieser Stelle soll einmal tiber die in der Formel:

auftretenden Proportionalitdten nachgedacht werden.

Zuerst ist festzuhalten, dass der Direktionsweg s zu der Beschleunigung a der riicktreibenden Kraft Fr nicht
proportional ist, sondern der in a enthaltene Funktionswert f (o) beriicksichtigt werden muss.

Die Lange der Schwingungsbahn wird iiber den Direktionsweg angeglichen:

Wenn die Ausgangshdhe h sehr klein ist, wird der zurtickzulegende Weg auf der Schwingungsbahn in y-
Richtung und damit auch die Periodendauer kleiner.
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Ist die Schwingungsbahn aufierdem noch sehr flach, tritt der geringen Ausgangshéhe eine grofie Pendel-
lange gegentiber, sodass man fiir die Linge des Direktionsweges ein Mittelmaf3 erhélt, wie es besonders
deutlich bei maximalen Amplituden des Ellipsenpendels zum Vorschein kommt.

Bei stark gekriimmten Schwingungsbahnen und grofden Ausgangshdhen wie beim mathematischen Pendel
ist die Periodendauer relativ grofier.

In der unmittelbaren Nahe der Ruhelage heben sich die Zahlenwerte von Direktionsweg und Beschleuni-
gung auf, sodass der Direktionsweg zur Lange [ des Pendels und die Beschleunigung zur Normfallbeschleu-

nigung g wird.

In der Ruhelage selbst ist die Periodendauer streng genommen nicht definiert, weil dort die Ausgangshdhe
h und die Beschleunigung a Null werden.

Je grof3er die Beschleunigung a ist, desto kleiner ist die Periodendauer, anderenfalls liegen umgekehrte Ver-
haltnisse vor.

Diese Erkenntnisse konnten in dem Versuch zum mathematischen Pendel relativ gut bestatigt werden.

3. Schluss

Im Riickblick lasst sich sagen, dass die tatsdchliche Vorgangsweise mit der in dieser aus Ubersichtlichkeits-
griinden angefiihrten nicht vollstandig tibereinstimmt.

So wurde erst das Problem des mathematischen Pendels geldst und dann eine allgemeine Problemlésung
aufgestellt. Alle Periodendauern wurden ohne Kenntnis der in der entsprechenden Literatur angegebenen
Periodendauern berechnet, deren Einsicht wie der Versuch erst Wochen spater erfolgte.

Der Rechenweg konnte in der Tat stark vereinfacht und in Bezug auf die Genauigkeit zu dem alten Verfahren
brauchte die Fehlergrenze von 0,01 bzw. ein Prozent nicht tiberschritten werden.

Hierbei konnte das Ellipsenpendel nicht miteinbezogen werden, da liber dessen Periodendauer keine Lite-
raturangaben gefunden werden konnten.

Hochstwahrscheinlich wird sich die Fehlergrenze jedoch nach oben verlagern, da das mathematische Pen-
del als Spezialfall des Ellipsenpendels, dessen Periodendauer bei gleich langen Halbachsen in die des ma-
thematischen Pendels tiberfiihrt werden kann, schon eine Abweichung von knapp ein Prozent bei maxima-
ler Amplitude in Bezug auf seine Periodendauer besitzt.

Die Widerspruchslosigkeit der Periodendauer des Zykloidenpendels zu den Literaturangaben ist jedoch ge-
geben.

3.1. Kritische Wiirdigung der Arbeit

Zweifelsohne ist das Evolutenproblem noch nicht vollstandig gel6st. Wenn man nicht mehr die Pendelldnge
in Ruhelage voraussetzt, muss unter Umstdnden doch wieder auf Verfahren der Infinitesimalrechnung und
Reihenentwicklung zuriickgegriffen werden, um eine gréfiere Genauigkeit zu erreichen.

Dazu stehtjedoch einerseits das mathematische Pendel, andererseits das Zykloidenpendel im Widerspruch.

Bei ersterem fehlt eine ausgepragte Evolute trotz Abweichung, bei letzterem existiert keine Abweichung
trotz des Vorhandenseins einer Evolute.

Somit muss das neue Verfahren als eigensténdig gelten.
Eine genauere Klarung des Sachverhalts wiirden die in dieser Arbeit leider fehlenden Messungen zu weite-

ren Periodendauern als der des mathematischen Pendels liefern. Hierbei sind allerdings sehr hohe Anfor-
derungen an die Messgenauigkeit und den Ablauf der Versuche zu stellen.
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Insgesamt gesehen erfordert das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren zwar eine gewisse Umstellung in
der Denkweise, dennoch sollte es aufgrund der erzielten guten Ergebnisse in der Physik seine Anwendung

finden konnen.

4. Anhang
Abbildungen
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Alle Konstruktionen erfolgten mit Hilfe von (9).
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Nebenrechnungen
Fiir den Kriimmungsradius gilt die allgemeine Formel (3):

(5(2 + y2)3/2
Die gemeine Zykloide hat die Parametergleichung (2):

x=a(p-sinp)undy=a (cosd-1).
Fur
(5(2 + y2)3/2
kann man daher
(a%-2 cos g a® + cos? pa? + sin? pa?)3/? = (2a®-2 cos p a?)3/?
schreiben. Mit
xy-yx = (a-cosdpa)(-cospa)-(-sinpa) sindpa = a2- cos ¢ a®

gilt somit fiir den Krimmungsradius p:
_ o (0
p = 2a,/2(1-cos ¢p) = 4asin 5)

Schreibt man bei der Ellipse voriibergehend x = sin ¢ a und

XZ
y=-b 1-a—2= cos @b,

Xj-y% = cos @ a(cos @ b)-sin @ b(-sin ¢ a) = ab.

so ergibt sich:

Damit ist der Kriimmungsradius:

_ (cos®@a’ + sinb?)*/?
P ab '

Hebt man die Umwandlung wieder auf, erhalt man nach Erweiterung des Bruches mit a3 fiir p:

(a*-a?x? + b2x?)3/2
B a*b ’

p

Die Evolute der gemeinen Zykloide ist ebenfalls eine Zykloide mit gleichem a (5).

Fiir die Evolute der Ellipse gilt jedoch (6):
_ (a*-b?)cos’t

a

3

und
(a%-b?)sin3t
B b
mitx =acostundy=bsint.

Um die Tangentialbeschleunigung b: der Ellipse berechnen zu kénnen, sind folgende Voriiberlegungen not-

wendig:
R g
tany = X vz
Daraus folgt direkt:
a%-x?
=75

Fir
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y y

\/q2+y2 22-x2\2
(55) +»

ax
Vazx2
bx
va*-a2x2 + b2x2

cosfB =

kann man nach Erweitern mit

schreiben:

cosfB =

Um die Formel fiir die Periodendauer des Ellipsenpendels:

va*-a2x2 + b2x2 Za(a-\/az-xz)
T=2n :
bxg

in die des mathematischen Pendels umzuwandeln, muss x = sin(@o) a und a = b = 1 gesetzt werden. Somit
gilt:

2
2 ’2 1- /1"—2)
: < a 1\/2(1-cos(@,)
T =2m =2m [
Xg sin(@o)g

Daher ist schlief3lich:
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Versuchsgerate
2 Tischklemmen fiir Labortisch mit zwei Halterungen fiir die Federn
2
1 2 mlange Luftkissenbahn mit Luftregler
2 Fahrbahnwagen mit Blende und Aufienhaken von je 0,2 kg Masse
1 Kugelmasse von ca. 5 kg Masse
1 Pendelfaden von hochstens 1,60 m Lange
1 Stoppuhr
2 Deckenhaken
1 Biszu 2 m ausziehbarer Stinder mit Halterung
7  Muffen
7
Winkelstange
1  Klemme fiir Winkelmesser mit H6lzchen
1  Winkelmesser
1  Klebeband
sowie diverse Auflagegewichte
Tabellen
Tab. 1
®o/° Texp/s Tthn/s
90 2,95 3,02
80 2,87 2,90
70 2,78 2,80
60 2,72 2,73
50 2,65 2,67
40 2,61 2,62
30 2,58 2,58
20 2,55 2,56
10 2,52 2,54
5 2,51 2,54

1 m lange Zugfedern mit einer Federkonstanten von ca. 2 N/m und einem Durchmesser von ca. 0,01 m

Stangen mit zweimal 1 m, einmal 0,6 m, zweimal 0,5 m, einmal 0,1 m und einmal 0,2 m Lange als

Ttha/S
3,00
2,89
2,80
2,72
2,66
2,62
2,58
2,56
2,54
2,54

Texp = experimentell ermittelte Periodendauer (Durchschnittswerte)

Twn = theoretische Periodendauer nach dem neuen Verfahren

Twa = theoretische Periodendauer nach dem alten Verfahren

ATan = absolute Differenz von Texp und Ttn mit T als Bezugswert

ATaa = absolute Differenz von Texp und Ttha mit Twa als Bezugswert

Hierbei sind:
[=1,60m

g=9

80665 m/s?
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ATan/%
2,26
1,02
0,86
0,26
0,60
0,31
0,09
0,29
0,90
1,15

ATaa/%
1,52
0,58
0,61
0,13
0,54
0,29
0,08
0,29
0,90
1,15
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Tab. 2

o/°
90
80
70
60
50
40
30
20
10

O R, N WD

f(To)

f(TO)n f(TO)a Af(TO)rkl Af(TO)rgr Af(TO)a
1,18921 1,18034 0,74558 0,75118 0,88665
1,14254 1,13749 044214 0,44411 0,50517
1,10489 1,10214 0,24815 0,24877 0,27418
1,07457 1,07318 0,12916 0,12933 0,13879
1,05042 1,04978 0,06045 0,06049 0,06350
1,03159 1,03134 0,02418 0,02418 0,02494
1,01748 1,01741 8*10-3 8*10-3 8*10-3
1,00768 1,00766 1*103 1*10-3 1*10-3
1,00191 1,00191 1*10-4 1*104 1*104
1,00048 1,00048 6*10-¢ 6*10-¢ 6*10-6
1,00030 1,00030 3*10-¢ 2*10-6 2*10-6
1,00017 1,00017 8*107 7*107 8*107
1,00008 1,00008 3*107 2*107 2*107
1,00002 1,00002 2*107 1*107 1*107
1,00000 1,00000 0 0 0

n = Funktionswert der Periodendauer des mathematischen Pendels, mit dem die Periodendauer des

Zykloidenpendels multipliziert werden muss, nach dem neuen Verfahren

f(To)a = der gleiche nach dem alten Verfahren

Af(To)ra = kleinere relative Differenz der beiden

Af(To)rgr = grofiere relative Differenz der beiden

Af(To)a = absolute Differenz der beiden

Hierbei sind alle Af (To)x in Prozent angegeben.
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Nachtrag:

Heute bin ich natiirlich in der Lage die korrekten Periodendauern zu berechnen und den Fehler zu meiner
Naherungsformel anzugeben.

Es gilt:
ds?

1
mgh, = mgh + = mdtz

Mit x = x(t) und y = y(t) gilt:

- B [ B [t B e

Die Naherungsformel lautet:

L v J2(1+Y'(°)2>3/2yO (1+4%) , JJz(x(O)Z+y(0)2)3/2yo(>'<5+yg
=27 = 2T = 4T
gY0+/%(0)j(0)-y(0)%(0)

a gyoy (0)

Mitx =asin @,y =>b-b cos @,

ds = \/dXZ +dy? = \/az cos? @ + b2 sin? @ dg, k = sin (%)

und
82 _ aZ_bZ
aZ
gilt fiir die Naherungsformel und €2 < 1
_ 2may/1-g2sin2 @,
bg cos ((Po)
die Reihenentwicklung:
2ma 5 3 3
T= {1 +—k2-e2k? + —k* + —e?k*-—e*k* + O(ké)}.
[bg 32 4 2
Fir das Ellipsenpendel gilt exakt
Bazf 1- 82 sin? @
bg COS @ - COS @ @ - Cos (po
mit der Reihenentwicklung:
2ma 9 3 3
T=——j1 k2 e2k? + —k* + —e2k*-—*k* + 0(k® }
g { T2 Toal tgE ke T 00

Mit dem quadratisch konvergierenden arithmetisch-geometrischen Mittel M(l, cos (%)) ergibt sich noch

genauer und fiir das mathematische Pendel (wegen a = b bzw. € = 0) exakt:

2ma 1 3 5
T= -e2k? + 5(82-284)1{4 + o (€2 + 12e*-16e%)k® + 0(£2k®) ;.

\/E M (1, cos (%))
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Universum

Wir kénnen das Universum unendlich n-dimensional bspw. als Wiirfel, Kugel oder Sphare auffassen. Hierbei
kann die maximale Ausdehnung endlich sein, da eine unendliche Unterteilung mdglich ist. Der Wiirfel gibt
die Homogenitdt am besten wieder, die Kugel oder die Sphare die gleichméfiige Ausdehnung in jeder Rich-
tung, ohne bestimmte Richtungen voreinander auszuzeichnen. Homogenitat und Kriimmung brauchen
nicht messbar zu sein.

Die n Dimensionen kdnnen nicht nur den Raum umfassen, sondern alle endlich oder unendlich skalierten
Substanzen (s. Bezugstheorie), also insbesondere die Zeit. Gott kann das Universum sehr unterschiedlich
anordnen. Z. B. konnen auf einer Kugel um den Siidpol die einfachsten Welten liegen und um den Nordpol
die komplexesten. Zur Veranschaulichung kann eine geeignete Verallgemeinerung der Riemannschen Zah-
lenkugel dienen.

Die Grofde des Radius konnen wir vielleicht in unserer Welt bestimmen, nicht aber allgemein. Kleinste Ein-
heiten einer Substanz wie die Planck-Einheiten mag es in mancher Welt nicht geben. Der Begriff der Unend-
lichkeit ist nicht auf die Zeit fixiert, sondern liber die Begriffe Einheit und Mafistab auf jede (messbare)
Substanz ausdehnbar. Das sukzessive Abtragen einer Einheit an einem Mafistab pradestiniert allerdings
den Zeitbegriff.

Raumpunkte brauchen weder Form noch Ausdehnung zu haben, sodass sie sich beliebig dicht zusammen-
schieben lassen. Sie sind dennoch etwas und kdnnen Abstidnde mit nichts dazwischen haben. Es ist unsere
Anschauung, die das Dazwischenliegende ausfiillen kann und Ausdehnung verleiht. Analoges gilt fiir alle
anderen Substanzen: Auf dieselben Substanzen lassen sich unterschiedliche Gesetze bzw. (gesetzlose) Frei-
heiten anwenden.

Deren Zuordnungen zu uns ergeben unterschiedliche Erlebnis- bzw. Parallelwelten fiir uns. Dies fiihrt zu
einem sogenannten Durchdringungsmodell. Es ist wichtig, dass Gott die (Natur-) Gesetze angemessen
macht. Dies gilt insbesondere fiir chaotische oder stark inhomogene Welten und solche mit mehreren Zeit-
achsen. Beziige helfen unendliche Entfernungen zu iiberwinden. Jedes Geschopf hat eine Weltim Universum
gemafd seinem Karma verdient.
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[482] Volkel, Michael: Das Lexikon der TV-Moderatoren; 1. Aufl.,; 2003; Schwarzkopf & Schwarzkopf; Ber-
lin; ISBN 3896025244; Anekdoten, Fakten und Spriiche aus 50 Jahren TV-Geschichte.

[483] Storig, Hans Joachim: Abenteuer Sprache; 2. Aufl.; 2003; Deutscher Taschenbuch Verlag; Miinchen;
ISBN 342330863X; Ein Streifzug durch die Sprachen der Erde.

[484] Hermann, Ursula; Riime, Klaus; Raum, Norbert (Bearb.): Wahrig Fremdwdrterlexikon; Sonderausg,;
1987; Orbis; Miinchen; ISBN 3570026817; Vorwort von Gerhard Wahrig.

[485] Moller, Christian: Einfiihrung in die Praktische Theologie, 1. Aufl.; 2004; Francke; Tiibingen; ISBN
3772030122; Taschenbuch.

[486] Schnelle, Udo: Einleitung in das Neue Testament; 5., durchges. Aufl.,; 2005; Vandenhoeck & Rup-
recht; Gottingen; ISBN 3525032382; Taschenbuch.

[487] Kreiner, Armin: Gott im Leid;, Exw. Neuausg.; 2005; Herder; Freiburg; ISBN 3451286246; Zur Stich-
haltigkeit der Theodizee-Argumente.

[488] Eliade, Mircea: Geschichte der religiésen Ideen Band 1; 1. Aufl.; 2002; Herder; Freiburg; ISBN
3451052741; Von der Steinzeit bis zu den Mysterien von Eleusis.

[489] Eliade, Mircea: Geschichte der religiésen Ideen Band Z; 1. Aufl.; 2002; Herder; Freiburg; ISBN
3451052741; Von Gautama Buddha bis zu den Anfiangen des Christentums.

[490] Eliade, Mircea: Geschichte der religiésen Ideen Band 3; 1. Aufl.; 2002; Herder; Freiburg; ISBN
3451052741; Von Mohammed bis zum Beginn der Neuzeit.

[491] Eliade, Mircea: Geschichte der religiésen Ideen Band 4; 1. Aufl.; 2002; Herder; Freiburg; ISBN
3451052741; Vom Zeitalter der Entdeckungen bis zur Gegenwart.

[492] Volpi, Franco (Hrsg.): GroSes Werklexikon der Philosophie Band 1: A bis K, Jubilaumsausg.; 2004;
Kroner; Stuttgart; ISBN 3520839016; gebunden.

[493] Volpi, Franco (Hrsg.): GroSes Werklexikon der Philosophie Band 2: L bis Z;, Jubilaumsausg.; 2004;
Kroner; Stuttgart; ISBN 3520839016; gebunden.

[494] Fontana, David: Kursbuch Meditation; 1. Aufl.; 1994; Barth; Miinchen; ISBN 350262187X; Alles tiber
die verschiedenen Meditationstechniken und ihre Anwendung, Anleitungen zur Wahl der geeigneten Me-
thode.

[495] Ortberg, John: Jeder ist normal, bis du ihn kennen lernst; 4. Aufl.; 2005; Gerth Medien; Asslar; ISBN
3865910432; Wie zwischenmenschliche Beziehungen gelingen.

[496] ohne Angaben: Katechismus der Katholischen Kirche; 1. Aufl.; 2005; Pattloch; Miinchen; ISBN
3629021409; Kompendium.

[497] Grom, Bernhard: Religionspsychologie; 1. Aufl.; 1992; Késel; Miinchen; ISBN 3466203589; auch
Vandenhoeck & Ruprecht.
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[498] Lanoo (Christian Anders): Der Sinn des Lebens - Nirvana Band 1; 1. Aufl.; 2000; Books on Demand;
Norderstedt; ISBN 3898114295; Buddhismus wie er sein sollte und esoterische Wissenschaften.

[499] Lanoo (Christian Anders): Der Sinn des Lebens - Nirvana Band 2; 1. Aufl.; 2000; Books on Demand;
Norderstedt; ISBN 3898114309; Buddhismus wie er sein sollte und esoterische Wissenschaften.

[500] Wilber, Ken: Integrale Spiritualitat, 1. Aufl.,; 2007; Kosel; Miinchen; ISBN 9783466345090; Spiritu-
elle Intelligenz rettet die Welt.

[501] Hawkins, David R.: Die Ebenen des Bewusstseins; 5. Aufl.; 2006; VAK; Kirchzarten; ISBN
3932098021; Von der Kraft, die wir ausstrahlen.

[502] Hofmeister, Klaus; Bauerochse, Lothar (Hrsg.): Viele Stimmen - eine Sprache; 1. Aufl.; 2001; Echter;
Wiirzburg; ISBN 3429023823; Beten in den Weltreligionen.

[503] Scherhag, Richard; Bliithgen, Joachim; Lauer, Wilhelm: Klimatologie; 9., verb. Aufl.; 1977; Wester-
mann; Braunschweig; ISBN 3141602840; Geographie.

[504] Grix, Rolf; Knoll, Wilhelm: Lernfeld Gesellschaft, 3. Aufl.; 1975; Diesterweg; Frankfurt am Main; ISBN
3425016679; Lehr- und Arbeitsbuch fiir den politischen Unterricht.

[505] Gorgens, Alfred: Kulinarisches Solo; 1. Aufl.; 1991; Falken; Niedernhausen; ISBN 3806811547; Ge-
richte fiir eine Person.

[506] Hinz, Thomas: Aquarellmalerei; Nachaufl.; 1983; Falken; Niedernhausen; ISBN 3806850992; Materi-
alien, Techniken, Motive.

[507] Dawkins, Richard: Der Gotteswahn; 1. Aufl.; 2007; Ullstein; Berlin; ISBN 9783550086885; gebun-
den.

[508] Hawkins, David R.: Das All-sehende Auge; 3. Aufl.,; 2006; Sheema-Medien; Wasserburg; ISBN
3931560198; gebunden.

[509] Hawkins, David R.: Licht des Alls; 1. Aufl.; 2006; Sheema-Medien; Wasserburg; ISBN 3931560201;
Die Wirklichkeit des Gottlichen.

[510] Renftel, Lars-Oliver; Schaffer-Hartmann, Richard (Hrsg.): Hanau; 1. Aufl.,; 2002; CoCon; Hanau; ISBN
3928100920; Geschichte, Kultur, Gegenwart.

[511] Sach, Jacky; Faust, Jessica: Zen; 1. Aufl.; 2004; Lotos; Miinchen; ISBN 3778781669; Entspannung fiir
Korper und Geist, Kraft und Frieden fiir die Seele.

[512] Beck, Charlotte Joko: Zen im Alitag; 1. Aufl.; 2005; Droemer/Knaur; Miinchen; ISBN 3426665611;
Aus dem Amerikanischen von Bettine Braun.

[513] Carstensen, Kai-Uwe; Ebert, Christian; Endriss, Cornelia et al. (Hrsg.: Computerlinguistik und
Sprachtechnologie; 2., iberarb. und erw. Aufl,; 2004; Elsevier; Miinchen; ISBN 3827414075; gebunden.
[514] Lubkowitz, Mark: Webseiten programmieren und gestalten; 2., erw. Aufl.; 2005; Galileo Press; Bonn;
ISBN 3898425576; Mit CD-ROM.

[515] Michel, Reiner M.: Know-how der Unternehmensplanung; 2., vollig neubearb. und erw. Aufl.; 1991;
Sauer; Heidelberg; ISBN 379387024 3; Budgetierung, Controlling, Taktische Planung, Langfristplanung
und Strategie.

[516] Manekeller, Wolfgang; Reinert-Schneider, Gabriele: Gutes Deutsch schreiben und sprechen; 1. Aufl,;
1989; Falken; Niedernhausen; ISBN 3806844321; gebunden.

[517] Auffarth, Christoph; Bernard, Jutta; Mohr, Hubert (Hrsg.): Metzler Lexikon Religion Band 1; 1. Aufl,;
1999; Metzler; Stuttgart; ISBN 3476015513; Gegenwart - Alltag - Medien.

[518] Auffarth, Christoph; Bernard, Jutta; Mohr, Hubert (Hrsg.): Metzler Lexikon Religion Band 2; 1. Aufl,;
1999; Metzler; Stuttgart; ISBN 3476015521; Gegenwart - Alltag - Medien.

[519] Auffarth, Christoph; Bernard, Jutta; Mohr, Hubert (Hrsg.): Metzler Lexikon Religion Band 3; 1. Aufl,;
2000; Metzler; Stuttgart; ISBN 347601553X; Gegenwart - Alltag - Medien.

[520] Auffarth, Christoph; Bernard, Jutta; Mohr, Hubert (Hrsg.): Metzler Lexikon Religion Band 4; 1. Aufl,;
2002; Metzler; Stuttgart; ISBN 3476015548; Gegenwart - Alltag - Medien.

[521] ohne Angaben: Lexikon der dstlichen Weisheitslehren; Lizenzausg.; 2005; Albatros; Diisseldorf;
ISBN 349196136X; Buddhismus, Hinduismus, Taoismus, Zen.

[522] Kreiner, Armin: Das wahre Antlitz Gottes - oder was wir meinen, wenn wir Gott sagen; 1. Aufl,;
2006; Herder; Freiburg; ISBN 3451287765; gebunden.

[523] Monroe, Robert A.: Der zweite Kérper; Taschenbuchausg.; 2007; Wilhelm Heyne; Miinchen; ISBN
9783453700611; Astral- und Seelenreisen in ferne Sphéaren der geistigen Welt.

[524] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopadie Band 1; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1986; Brockhaus; Mann-
heim; ISBN 3765311014; A - Apt.

[525] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 2; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1987; Brockhaus; Mann-
heim; ISBN 3765311022; Apu - Bec.

[526] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 3; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1987; Brockhaus; Mann-
heim; ISBN 3765311030; Bed - Brn.
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[527] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopidie Band 4; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1987; Brockhaus; Mann-
heim; ISBN 3765311049; Bro - Cos.

[528] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopidie Band 5; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1988; Brockhaus; Mann-
heim; ISBN 3765311057; Cot - Dr.

[529] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 6; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1988; Brockhaus; Mann-
heim; ISBN 3765311065; Ds - Ew und erster Nachtrag.

[530] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 7; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1988; Brockhaus; Mann-
heim; ISBN 3765311073; Ex - Frt.

[531] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 8, 19., vollig neubearb. Aufl.; 1989; Brockhaus; Mann-
heim; ISBN 3765311081; Fru - Gos.

[532] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 9; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1989; Brockhaus; Mann-
heim; ISBN 376531109X; Got - Herp.

[533] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopidie Band 10, 19., vollig neubearb. Aufl.; 1989; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311103; Herr - Is.

[534] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopidie Band 11; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1990; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311111; It - Kip.

[535] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 12; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1990; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 376531112X; Kir - Lag und zweiter Nachtrag.

[536] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 13; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1990; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311138; Lah - Maf.

[537] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopidie Band 14; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1991; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311146; Mag - Mod.

[538] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 15; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1991; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311154; Moe - Nor.

[539] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 16; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1991; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311162; Nos - Per.

[540] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopidie Band 17, 19., vollig neubearb. Aufl.; 1992; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311170; Pes - Rac.

[541] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopidie Band 18; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1992; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311189; Rad - Riis und dritter Nachtrag.

[542] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 19, 19., vollig neubearb. Aufl.; 1992; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311197; Rut - Sch.

[543] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopidie Band 20, 19., vollig neubearb. Aufl.; 1993; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311200; Sci - Sq.

[544] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopidie Band 21; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1993; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311219; Sr - Teo.

[545] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 22, 19., vollig neubearb. Aufl.; 1993; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311227; Tep - Ur.

[546] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopddie Band 23, 19., vollig neubearb. Aufl.; 1994; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311235; Us - Wej.

[547] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopidie Band 24; 19., vollig neubearb. Aufl.; 1994; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311243; Wek - Zz und vierter Nachtrag.

[548] Scholze-Stubenrecht, Werner; Sykes, John (Red.): Brockhaus-Enzyklopddie Band 29; 19., vollig neu-
bearb. Aufl.; 1996; Brockhaus; Mannheim; ISBN 3765311294; Worterbuch Englisch: Englisch - Deutsch,
Deutsch - Englisch.

[549] ohne Angaben: Brockhaus-Enzyklopidie Band 30, 19., vollig neubearb. Aufl.; 1996; Brockhaus;
Mannheim; ISBN 3765311316; Ergdnzungen A - Z.

[550] Hornby, A. S.; Cowie, A. P.; Gimson, A. C.: Oxford Advanced Learner’s Dictionary of Current English;
12. Druck; 1981; Cornelsen & Oxford University Press; Berlin; ISBN 3810900486; Revised and updated.
[551] Baer, Dieter; Wermke, Matthias (Bearb.): Duden, Das groSe Fremdwdrterbuch; 2., neu bearb. und
erw. Aufl; 2000; Dudenverlag; Mannheim; ISBN 3411041625; Herkunft und Bedeutung der Fremdwdrter.
[552] Miiller, Kristiane; Urban, Eberhard (Hrsg.): Die Weibsbilder im Spiegel der Karikatur; 1. Aufl.; 1987;
Edition Aktuell; Menden; ISBN 3924456518; Eine Kultur- und Sittengeschichte des 19. Jahrhunderts.
[553] Bayer, Karl: Nota bene’; 1. Aufl.; 1993; Artemis & Winkler; Ziirich; ISBN 3760810926; Das lateini-
sche Zitatenlexikon.

[554] Waechter, Friedrich-Karl: Opa Hucke's Mitmach-Kabinett 2. Aufl.; 1977; Beltz & Gelberg; Weinheim;
ISBN 3407805152; Jugendbuch.

[555] Wulff, David M.: Psychology of Religion; 2nd Ed.; 1997; John Wiley & Sons; New York; ISBN
0471037060; Classic and Contemporary.
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[556] Bieri, Peter (Hrsg.): Analytische Philosophie des Geistes; 3., unverand. Aufl.; 1997; Beltz Athendum;
Weinheim; ISBN 3895471178; Neue wissenschaftliche Bibliothek.

[557] Meixner, Uwe: Einfiihrung in die Ontologie; 1. Aufl.; 2004; Wissenschaftliche Buchgesellschaft;
Darmstadt; ISBN 3534154584; Philosophie.

[558] Tiedemann, Paul: /nternet fiir Philosophen; 2., iberarb. Aufl.; 1999; Primus; Darmstadt; ISBN
3896781081; Eine praxisorientierte Einfithrung.

[559] Briining, Walther: Grundlagen der Strengen Logik; 1. Aufl.; 1996; Konigshausen & Neumann; Wiirz-
burg; ISBN 3826012046; Philosophie.

[560] Schnell, Rainer; Hill, Paul B.; Esser, Elke: Methoden der empirischen Sozialforschung; 6., vollig tiber-
arb. und erw. Aufl.; 1999; Oldenbourg; Miinchen; ISBN 3486250434; gebunden.

[561] Sikin, Evgenij: Lineare Riume und Abbildungen; 1. Aufl.; 1994; Spektrum, Akademischer Verlag;
Heidelberg; ISBN 3860253050; Mathematik.

[562] Sachs, Lothar: Angewandte Statistik; 8., vollig neu bearb. und erw. Aufl.; 1997; Springer; Berlin; ISBN
3540604948; Anwendung statistischer Methoden.

[563] Janich, Klaus: Lineare Algebra; 2. Aufl.; 1981; Springer; Berlin; ISBN 3540104704; Ein Skriptum fir
das erste Semester.

[564] Himmerlin, Giinther; Hoffmann, Karl-Heinz: Numerische Mathematik; 2. Aufl.; 1991; Springer; Ber-
lin; ISBN 354053539X; Mit 72 Abbildungen.

[565] Zimbardo, Philip G.: Psychologie; 4., neubearb. Aufl.; 1983; Springer; Berlin; ISBN 3540121234; Mit
322 zum Teil farbigen Abbildungen.

[566] Dambmann, Gerhard; Lange, Helmut; Rohde, Manfred: Mit Edmund Hillary durch den Himalaya; 2.
Aufl,; 1987; Herder; Freiburg; ISBN 3451210754; Mit zahlreichen Abbildungen.

[567] Molcho, Samy: Kérpersprache; 1. Aufl.; 1984; Mosaik; Miinchen; ISBN 3570049736; Mit Fotografien
von Thomas Klinger und Hans Albrecht Lusznat.

[568] Roetzel, Bernhard: Der Gentleman; 1. Aufl,; 1999; Kénemann; Koln; ISBN 3895086371; Handbuch
der klassischen Herrenmode.

[569] Vass, Laszlo; Molnar, Magda: Herrenschuhe handgearbeitet; 1. Aufl.; 1999; Konemann; Koln; ISBN
3895081116; Fotografie Georg Valerius.

[570] Savant, Marilyn vos; Fleischer, Leonore: BrainBuilding; 1. Aufl.; 1992; Falken; Niedernhausen; ISBN
3806847045; Das 12-Wochen-Trainingsprogramm fiir Gedachtnis, Logik, Kreativitat.

[571] Hiirlimann, Gertrud 1.: Astrologie; 3. Aufl.; 1984; Novalis; Schaffhausen; ISBN 3721430026; Ein me-
thodisch aufgebautes Lehrbuch.

[572] Jockle, Clemens: Das grofSe Heiligenlexikon; 1. Aufl.; 2003; Parkland; Koln; ISBN 3893400451; Mit
zahlreichen Abbildungen.

[573] Halbfas, Hubertus: Die Bibel; 3. Aufl.; 2002; Patmos; Diisseldorf; ISBN 3491703344; Mit zahlreichen
Abbildungen.

[574] Halbfas, Hubertus: Das Christentum; 1. Aufl.; 2004; Patmos; Diisseldorf; ISBN 3491703778; Mit zahl-
reichen Abbildungen.

[575] Quinn, Philipp L.; Taliaferro, Charles (Ed.): A Companion to Philosophy of Religion; 1st Ed. paper-
back; 1999; Blackwell; Oxford; ISBN 0631213287; Blackwell Companions to Philosophy 9.

[576] Cooper, David (Ed.): A Companion to Aesthetics; Reprint; 1997; Blackwell; Oxford; ISBN
0631196595; Blackwell Companions to Philosophy 3.

[577] Kim, Jaegwon; Sosa, Ernest (Ed.): A Companion to Metaphysics; Reprint; 1998; Blackwell; Oxford;
ISBN 0631199993; Blackwell Companions to Philosophy 7.

[578] Inwagen, Peter van; Zimmerman, Dean W. (Ed.): Metaphysics: The Big Questions; 1st Ed.; 1998;
Blackwell; Oxford; ISBN 0631205888; Philosophy.

[579] Bunnin, Nicholas; Tsui-James, E. P. (Ed.): The Blackwell Companion to Philosophy; Reprint; 1998;
Blackwell; Oxford; ISBN 0631187898; Blackwell Companions to Philosophy 1.

[580] Kugler, Gernot; Bohmer, Ernst; Kiimmel, Gerd et al.: Kaufmannische Betriebslehre Hauptausgabe;,
20. Aufl,; 1990; Europa-Lehrmittel; Haan-Gruiten; ISBN 3808590203; Verfasst von Lehrern an Kaufmanni-
schen Schulen.

[581] Deitermann, Manfred; Schmolke, Siegfried: /ndustriebuchfiihrung mit Kosten- und Leistungsrech-
nung IKR; 14., durchges. Aufl.; 1990; Winklers; Darmstadt; ISBN 3804566219; Einfilhrung und Praxis.
[582] Bodden, Horst; Kaufien, Herbert; Renné, Rudi: Past and Future; 2. Aufl.; 1980; Langenscheidt-Long-
man; Miinchen; ISBN 3526503117; Elective Courses in English for Level II.

[583] Bates, Martin; Dudley-Evans, Tony: General Science; New Ed.; 1982; Longman; Essex; ISBN
0582748607; English for Science and Technology.

[584] Holtermann, Horst: /anua Linguae Graecae; 3. Aufl.; 1979; Vandenhoeck & Ruprecht; Gottingen;
ISBN 3525720793; Lese- und Ubungsbuch fiir den griechischen Anfangsunterricht am Gymnasium.
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[585] Erdle-Hahner, Rita; Freitag, Glinter; Matthes, Dietmar et al. (Hrsg.): Ftudes Francaises Cours Intensif
7; 1. Aufl; 1980; Klett; Stuttgart; [ISBN 3125206006; Schulbuch Franzosisch.

[586] Erdle-Hahner, Rita; Freitag, Glinter; Matthes, Dietmar et al. (Hrsg.): Etudes Francaises Cours Intensif
7; 1. Aufl; 1981; Klett; Stuttgart; ISBN 3125206200; Grammatisches Beiheft.

[587] Erdle-Hahner, Rita; Freitag, Giinter; Rolinger, Hermann et al. (Hrsg.): Etudes Francaises Cours de
base Deuxiéme degré; 1. Aufl,; 1979; Klett; Stuttgart; ISBN 3125202205; Grammatisches Beiheft.

[588] Erdle-Hahner, Rita; Freitag, Glinter; Rolinger, Hermann et al. (Hrsg.): Etudes Francaises Cours de
base Troisiéme degré, 1. Aufl,; 1981; Klett; Stuttgart; ISBN 3125203201; Grammatisches Beiheft.

[589] Willers, Hermann (Bearb.): Langenscheidts Grammatiktafel Italienisch; 1. Aufl.; 1982; Langen-
scheidt; Berlin; ISBN 3468361807; Regeln und zahlreiche praktische Beispiele.

[590] Willers, Hermann (Bearb.): Langenscheidts Verb-Tabellen Italienisch; 7. Aufl.; 1982; Langenscheidt;
Berlin; ISBN 3468341814; Unregelmafiige und regelmafdige Verben richtig konjugiert.

[591] Bunke, Horst: Modellgesteuerte Bildanalyse; 1. Aufl.; 1985; Teubner; Stuttgart; ISBN 3519024810;
Dargestellt anhand eines Systems zur automatischen Auswertung von Sequenzszintigrammen des
menschlichen Herzens.

[592] Baumann, Riideger: /nformatik mit Pascal; 1. Aufl.; 1981; Klett; Stuttgart; ISBN 3127177402; Schul-
buch.

[593] Borger, Egon: Berechenbarkeit, Komplexitit Logik; 3., verb. und erw. Aufl,; 1992; Vieweg; Braun-
schweig; ISBN 3528289287; Algorithmen, Sprachen und Kalkiile unter besonderer Berticksichtigung ihrer
Komplexitat.

[594] Aho, Alfred V.; Hopcroft, John E.; Ullman, Jeffrey D.: The Design and Analysis of Computer Algo-
rithms; 1st Ed.; 1974; Addison Wesley; London; ISBN 0201000296; Informatics.

[595] Grams, Timm: Denktfallen und Programmierfehler; 1. Aufl.; 1990; Springer; Berlin; ISBN
3540520392; Mit 17 Abbildungen.

[596] Lehnert, Uwe: Der EDV-Dozent Akt. und erw. Aufl,; 1992; Markt und Technik; Haar; ISBN
387791201X; Planung und Durchfithrung von EDV-Lehrveranstaltungen.

[597] Woll, Artur: Allgemeine Volkswirtschaftslehre; 10., iberarb. und erg. Aufl.; 1990; Vahlen; Miinchen;
ISBN 3800614758; Vahlens Handbiicher fiir Wirtschafts- und Sozialwissenschaften.

[598] Bruce, Betsy: Jetzt lerne ich Dreamweaver 4; 1. Aufl.; 2001; Markt und Technik; Miinchen; ISBN
3827260957; Deutsche Ubersetzung: Judith Mubhr.

[599] Steyer, Ralph: Opera 5; 1. Aufl.; 2001; Markt und Technik; Miinchen; ISBN 3827261147; So surfen
Sie bequem und schnell durchs Netz!.

[600] Sturm, Eberhard: Programmieren in PL/I; 1. Aufl.; 1990; Vieweg; Braunschweig; ISBN 3528047925;
Eine moderne Einfiihrung.

[601] Todino, Grace; Strang, John; Peek, Jerry: UNIX - ein praktischer Einstieg; 1. Aufl.; 1996; O'Reilly;
Bonn; ISBN 3930673290; Erste Schritte mit Unix.

[602] Knuth, Donald Ervin: 7The Art of Computer Programming Volume 3; 2nd Ed.; 1998; Addison Wesley;
Reading; ISBN 0201896850; Sorting and Searching.

[603] Doberenz, Walter; Kowalski, Thomas: Datenbankprogrammierung mit Visual Basic 6; 1. Aufl.; 1999;
Microsoft Press; Unterschleifsheim; ISBN 3860634852; Grundlagen, Rezepte und Anwendungsbeispiele
zur Datenbankprogrammierung mit Visual Basic 6, DAO und ADO.

[604] Barnert, Silvia; Boeckh, Martin; Delbriick, Matthias et al.: Der Brockhaus - Computer und Informati-
onstechnologie; 1. Aufl.; 2002; Brockhaus; Mannheim; ISBN 3765302511; Hardware, Software, Multime-
dia, Internet, Telekommunikation.

[605] Andrews, Mark: Visual C++ jetzt!; 1. Aufl.; 1996; Microsoft Press; Unterschleifsheim; ISBN
3860630202; Das komplette Lernpaket: mit voll funktionsfahiger Version von Microsoft Visual C++.
[606] Steyer, Ralph: java Z; 1. Aufl,; 2002; Markt und Technik; Miinchen; ISBN 3827262429; Kompakt,
komplett, kompetent.

[607] Franke, Matthias: Visual Basic 6; 1. Aufl.; 1998; Data Becker; Diisseldorf; ISBN 3815811449; Mit den
Supersteps zum Erfolg.

[608] Graf, Ludwig (Hrsg.): Telekolleg 2 Datenverarbeitung, 1. Aufl.; 1990; TR-Verlagsunion; Miinchen;
ISBN 3805821476; Informatik.

[609] Maubach, Claudia; Dorr, Cornelia: 3D WohnDesigner; 3. Aufl.; 1996; Data Becker; Diisseldorf; ISBN
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Fragen und Antworten
Funkrechnen

G
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Intexverfahren
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Definitionen und Glossar

AeBeCeDeEeFeGeHeloJeKeLeMeNoeQoePeQeRoeSeTeUsVeWeXeYeZ

B

Band: Multifunktionsgerat mit diversen Funktionen der Neuen Medien.

E

Erdtag: zwischen Sonntag und Montag eingefiigter Arbeitstag.

Etikett: Bezogenes eines Unterschiedenen.

I

ID: die jedem Menschen eindeutig zugeordnete Identifikationsnummer.
L

Lepte: achter Teil einer Okte, 64. Teil eines Tages.

0

Okte: achter Teil eines Tages.

Orbital: Bedeutungsumfeld eines Begriffs.

P

Pfeil: moderne Programmiersprache der Zukunft.

Q

Quaderschema: Zuordnung von Zahlen zur Menge der natiirlichen Zahlen je Dimension.
S

Signatur: elektronisches Aquivalent zur Unterschrift.

U

Unterbewusstsein: die Teilprozesse des Geistes, die dem direkten Zugriff des Lebewesens entzogen sind.
URL, generische: URL, die Wildcards enthalt.

w

Welt: fiir ein Subjekt zugangliche abgeschlossene Gesamtheit wahrend eines Zeitabschnitts.
Z

Zahl: auswahlende Kennzeichnung des Vielen und Konstruktion hieraus.
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